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1. GIRIS

Matematiksel yapilarin sistematik bigcimde incelenmesi, giiniimiizde hem teorik hem de
uygulamali matematik agisindan biiyiik 6nem tasimaktadir. Ozellikle cebirsel yontemler,
karmagik problemlerin c¢oziimiinde gii¢lii araglar sunmakta; kodlama teorisi, cebirsel
geometri ve de8ismeli cebir gibi farkli disiplinler arasinda 6nemli iligkilerin kurulmasina
olanak saglamaktadir. Bu nedenle cebirsel yapilarin incelenmesi ve bu yapilarin farkli
alanlardaki uygulamalarimin ortaya konulmasi, modern matematigin temel arastirma

konularindan biri haline gelmistir.

Kodlama teorisi, bilgi iletimi ve depolanmasi sirasinda olusabilecek hatalarin tespit edilmesi
ve diizeltilmesi amaciyla gelistirilen matematiksel yontemleri inceleyen bir bilgi kurami
dalidir. Ozellikle sonlu cisimler ve polinom halkalar1 iizerine kurulan cebirsel kodlar,

kodlama teorisinin en 6nemli arastirma alanlarindan birini olusturmaktadir.

Degismeli cebir ise polinom halkalari, idealler ve bunlara baglh cebirsel yapilart inceleyen
matematigin temel dallarindan biridir. Bu alanda gelistirilen kuramsal sonuclar ve algoritmik
yontemler, Ozellikle cebirsel geometri ve kodlama teorisinde genis uygulama alam
bulmaktadir. Grébner tabanlari, polinom sistemlerinin ¢dziimiinde, ideallerin analizinde ve

cebirsel problemlerin etkin bi¢cimde ele alinmasinda 6nemli araglar arasinda yer almaktadir.

Bu tez calismasinin amaci, lineer kodlar, Grobner tabanlari, afin varyeteler ve afin
kartezyen kodlarin1 de§ismeli cebirin sundufu yontemler cercevesinde sistematik bir
yaklasimla incelemektir. Bu kapsamda ilgili literatiirde yer alan temel sonuclar ele alinarak
degismeli cebirin kodlama teorisindeki bazi uygulamalar1 incelenmektedir. Ozellikle,
Grobner tabanlari kullanilarak elde edilen ayak izi (footprint) kavramina dayanan, afin
varyete kodlarinin temel parametreleri olan uzunluk, minimum uzaklik ve boyutunun
belirlenmesinde kullanilan bir yontem ele alinmaktadir. Tez beg boliimden olusmaktadir.
Ikinci béliimde, ¢alismanin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak temel kavramlar verilmekte;
cisimler ve cisim genislemeleri, sonlu cisimler ile lineer kodlara iligkin temel tanim ve

sonuglar sunulmaktadir.



Uciincii boliimde, ¢cok degiskenli polinom halkalarinda ideallerin yapisinin incelenmesinde
kullanilan Grobner tabanlari ele alinmaktadir. Bu kapsamda tek terim siralamalari,
Buchberger algoritmas1 ve ayak izi (footprint) kavrami acgiklanmakta; ayrica Hilbert
Baz Teoremi Grobner tabanlarinin cebirsel problemlerin ¢oziimiindeki Onemi ortaya

konulmaktadir.

Dordiincii boliimde, cebirsel geometrinin temel kavramlarindan biri olan afin varyeteler ve
bunlardan elde edilen afin varyete kodlar1 incelenmektedir. Cok degiskenli polinomlarin
sifir kiimeleri olarak tanimlanan varyetelerin ideallerle olan iligkisi ag¢iklanmakta; bunlarin
yardimiyla afin varyete kodlar1 incelenmektedir. Ayrica, afin varyete kodlarmin temel
parametrelerini elde etmek icin ayak izi kavramina dayanan yontemden bahsedilmektedir.
Bir sonraki bolimde bu yontemle, afin varyete kodlarin 6zel bir hali olan afin kartezyen

kodlarin temel parametrelerinin nasil elde edildigi aciklanmaktadir.

Besinci boliimde ise afin varyete kodlarin 6zel bir hali olan afin kartezyen kodlar
incelenmektedir. Bu kodlarin yapisi, tek terim siralamalar1 ve ayak izi kavrami cercevesinde
aciklanmakta; son olarak kodlarin temel parametrelerine iligkin [3] ve [5]te elde edilen

sonuglar, tez boyunca sunulan cebirsel yontemler kullanilarak sunulmaktadir.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde tez kapsaminda kullanilacak baglica tanim ve sonuglar [1], [2] ve [3] numarali
kaynaklardan yararlanilarak sunulmaktadir. Bu boliim, ilerleyen kisimlarda kullanilacak

cebirsel altyapinin anlagilmasi icin gerekli teorik zemini saglamaktadir.

2.1 Cisimler ve Cisim Genislemeleri
Bu kisimda matematigin en temel yapilarindan biri olan cisim kavrami ele alinmaktadir.

Ayrica, cisim genislemeleri ile ilgili temel tanim ve sonug¢lar sunulmaktadir.

2.1 Tammm F, iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (-) islemleri tanimli olan bostan farkl bir
kiime olsun. Asagidaki dzellikler saglaniyorsa (F, +, -) yapisina bir cisim denir:
x,y, 2z € F olmak iizere,

(1) Kapalilik ozelligi : v +y € F'vex -y € F,

(i1) Degisme ozelligi: x +y =y + 2, v -y =y - 7,

(iii) Birlesme 6zelligi: (x+y)+z=x+ (y+2), (x-y)-z=2-(y- 2),

(iv) Dagilma ozelligi: z - (y + z) = (x - y) + (v - 2),

(v) Birim elemanlar: 0,1 € F' vardir dylekiherz € Ficinz+0=xvez -1 =z,
(vi) Toplamsal ters elemanin varli§i: Her x € F'i¢cin — x € F' vardir 6yle ki

r+ (—z)=(—x)+z=0,

(vii) Carpimsal ters elemanin varligi: Her 0 # x € F i¢in z~! € F vardir dyle ki

1

x-x b=zl . 2=1.

Yukaridaki tanimda (i)-(vi) 6zellikleri saglaniyorsa (F, +, -) yapisina degismeli halka denir.

Bu tezde sadece degismeli halkalar kullanilacaktir.
22 Ornek (R,+,.), (Q,+,.) ve (C,+,.) birer cisimdir.

2.3 Tamim [ bir cisim olmak iizere () ## S C F altkiimesini alalim. .S kiimesi bir altcisimdir

ancak ve ancak her a,b,c € S, ¢ # 0 igin
a—-0be s,
(i) a.cct € S.

2.4 Tamm [ bir cisim olsun. Eger F' cismi, I~ cisminin bir altcismi ise £’ye F’nin bir

cisim genislemesi denir.



2.5 Ornek
(1) @ C R oldugundan R, Q@ nun bir cisim genislemesidir.
(i) R C C oldugundan C, R’nin bir cisim geniglemesidir.
2.6 Teorem (Kronecker) F bir cisim ve f(z) € F[x] sabit olmayan bir polinom olsun. Bu
durumda, f(z)’in bir kokiinii iceren F’nin bir F cisim geniglemesi vardir.
2.7 Ornek 2% — 2 € Q[z] polinomunu ele alalim.
22 —2 = 0ise z = +v/2 ¢ Q oldugundan 2> — 2 polinomunun Q’da kokii yoktur. Fakat
R’de iki tane kokii vardir. Benzer sekilde, 22 + 1 € R[z] polinomunu ele alalim.
7?2+ 1= 0ise z = +i ¢ R oldugundan 2 + 1 polinomunun R’de kokii yoktur. Fakat C’de
iki tane kokii vardir.
2.8 Tanim [F bir cisim ve F, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Bir @ € FE i¢in eger
f(a) = 0 olacak sekilde bir 0 # f(z) € Flz| polinomu varsa o’ya F' iizerinde cebirsel
denir. Eger « cebirsel bir eleman degilse, o’ya bir transandant (askin) eleman denir.
2.9 Tanim FE, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Eger her o € F, F' lizerinde cebirsel ise
E’ye F’nin bir cebirsel genislemesi denir.
2.10 Ornek (i) C,R’nin bir cebirsel genislemesidir. Ciinkii her ¢ + bi € C elemam
2? — 2az + a® + b*> € Rz polinomunun bir kokiidiir.
(ii) R, Q’nun bir cebirsel genislemesi degildir. Ciinkii Euler sayisi e € R, ancak f(e) = 0
olacak sekilde bir f(x) € Q[z] polinomu yoktur, yani e bir transandant elemandir.
2.11 Teorem F, F’nin bir cisim geniglemesi olsun. Eger o, f € E elemanlar1 F' {izerinde
cebirsel ise,

atf =B af ve Z(3#0)
elemanlar1 da £ iizerinde cebirsel olur.

2.12 Tammm £, F’nin bir cisim genislemesi olsun. F’nin F icindeki cebirsel kapanist su
sekilde tanimlanir:

F :={a € E | a, F iizerinde cebirseldir}.

Teorem 2.11°e gore F kiimesi bir cisimdir.

2.2  Sonlu Cisimler

Bu boliimde sonlu sayida elemana sahip cisimlerin bazi temel 6zellikleri ele alinmaktadir.



2.13 Tammim Sonlu sayida elemani olan cisimlere sonlu cisim denir.
2.14 Ornek p bir asal say1 olmak iizere Z, = {0, 1, ..., p — 1} bir sonlu cisimdir.

2.15 Ornek Zg bir cisim degildir, ¢linkii 2.3 = 6 = 0 (mod 6) oldugundan 2 ve 3 sifir bolen

elemanlarinin ¢arpimsal tersi yoktur.

2.16 Tammm F’ bir cisim olsun. F' cisminin karakteristigi, p - 1 = Op esitligini saglayan en
kiictik p pozitif tam sayisidir, burada 1, F' cisminin ¢arpma iglemine gore birim elemanini
ve O de toplama iglemine gore birim elemanini ifade eder. Eger boyle bir p bulunmuyorsa,
cismin karakteristigi 0 olarak tanimlanir.

2.17 Ornek (i) Q, R ve C cisimlerinde p - 1 = 0 esitligini saglayan bir p pozitif tam say1s1
bulunmadigindan, bu cisimlerin karakteristigi 0’dur.

(i1) p asal say1 olmak lizere, Z, cisminin karakteristigi p’dir.

2.18 Teorem [1, Theorem 3.3.3] p bir asal say1 ve 0 # n € N olmak iizere eleman sayisi
g = p" olan bir sonlu cisim vardir. Bu cisim F, ile gosterilir. Ozellikle n = 1 durumunda,
yani ¢ = p igin, elde edilen sonlu cisim [F,, olup bu yap1 Z,, ile 6zdestir.

2.19 Tamm Bir a € F, i¢cin F, = {0,a,a?,...,a9"'} yazilabiliyorsa, « elemanma F,
cisminin bir ilkel elemant denir.

2.20 Yardimci Onerme [1, Lemma 3.3.1] Her 3 € F, i¢in 37 = (3 olur.

Ispat: 5 = 0 i¢in durum agiktir. 5 # 0 olsun. Fy = F, \ {0} = {B1,...,B41} olarak
yazalim. Buna gére F; = {61, ..., 3,-1} seklinde yazilabilir. Dolayisiyla

Bi-Bgr = BB BBg1 = BT B By,

yani 397! = 1 elde edilir. Bu yiizden 3¢ = 3 olur.
O

2.21 Tanim Bir cisim iizerinde tanimli indirgenemez bir polinomun, cismin cebirsel
kapanisi icerisinde kath koke sahip olmamasi, baska bir ifadeyle tiim koklerinin birbirinden

farkli olmasi durumunda bu polinoma ayrilabilir polinom denir.

2.22 Tamm Bir F' cismi verildiinde, eger her indirgenemez f(z) € F|x] polinomu

ayrilabilir ise F” ye miikemmel cisim denir.

2.23 Ornek Karakteristigi 0 olan her cisim miikemmeldir.



F' bir cisim ve karakteristigi p olsun. F’nin miitkemmel olmas1 icin gerek ve yeter sart
F = F? olmasidir. Burada F? = {a? | a € F'} seklindedir yani her eleman, bir elemanin
p-inci kuvveti olarak yazilabilmelidir. Dolayisiyla her sonlu cisim miikemmeldir. Ancak
F,(x) cismi mitkkemmel degildir ¢iinkii z’in p-inci kokii bu cisimde bulunamaz.

2.24 Tammm p bir asal say1 ve n > 1 bir tam say1 olmak tizere F,» sonlu cismi Z,[x] deki
2P" — 2 polinomunun tiim koklerini iceren en kiigiik cisim olarak insa edilebilir ve eger n,

m’yi bolerse, F,» C Fpm elde edilir (bkz. [1]). Boylece asagidaki sonsuz zincir ortaya ¢ikar:
F,CFp CFpn C--- CFput C---

Dolayisiyla,
]Fpoo = U ]Fpn!
n=1

seklinde tanimlanir. [F,~-’un karakteristigi p olan cebirsel olarak kapali bir cisim oldugu iyi
bilinmektedir. Ayrica her n > 1 i¢in F» C [~ gecerlidir. Dolayistyla F, her [F,» nin

cebirsel kapanisini olusturur.

2.3 Lineer Kodlar
Kodlama teorisinde 6nemli bir role sahip olan lineer kodlarla ilgili temel bilgiler bu boliimde
sunulmaktadir.

Bostan farkli herhangi bir sonlu kiimeye alfabe denilmektedir.

2.25 Tammm n > 1 bir tam say1 olmak iizere, Fg’nin bir [F;-alt vektor uzayina alfabesi F,

ve uzunlugu n olan bir /ineer kod denir. Bir kodun elemanlarina kod sozciikleri denir.

2.26 Tamm C, F iizerinde bir lineer kod olsun. B = {vy, va, ..., v}, C’nin bog olmayan
bir altkiimesi olsun. Eger C' =< B >, yani C’deki her eleman B’deki elemanlarin bir lineer
kombinasyonu seklinde yazilabiliyorsa ve B’deki elemanlar [, lizerinde lineer bagimsiz ise,
B kiimesine C’nin bir bazi ( tabant) denir.

2.27 Tammm [F, sonlu cismi iizerindeki bir C' lineer kodunun bir¢ok baz1 olabilir; ancak tiim

bazlar ayni sayida eleman igerir. Bu sayiya C’nin [, lizerindeki boyutu denir ve
k(C) := boy(C)

ile gosterilir.



2.28 Ornek C = {0000,1100,0011,1111} C T4 kiimesi, [ iizerinde tanimh bir lineer
koddur. Simdi bu kodun bir tabanim belirleyelim. B = {1100,0011} kiimesinin C' i¢in
uygun bir taban oldugunu gosterelim:

(i) 1111 sozciigii, 1100 ile 0011’in (vektorel) toplami olarak elde edilir.

(ii) a1, ay € Iy igin
ay - (1100) + az - (0011) = 0000 ise a; = ay = 0

esitligi saglanir.
Bu sonug, 1100 ve 0011 sozciiklerinin lineer bagimsiz oldugunu gosterir. Dolayisiyla B,

C"nin bir tabamidir. Tabanin eleman sayist boyutu verdiginden boy(C') = 2 bulunur.

2.29 Tanmm a = (ay,ag,...,an), b = (b1, ba,...,b,) € Fy olmak iizere a ve b arasindaki

Hamming mesafesi (uzakligi),
d(a,b) :=|{i| a; # b;, heri € {1,...,n}}|

olarak tanimlanir.
Eger C C [y, bir lineer kod ve a,b € C'ise a — b € C ve d(a,b) = d(a —b,0) esitligi agik¢a
saglanmaktadir, burada 0, ]F;“deki sifir vektoriidiir.

2.30 Tamm =z = (71,79,...,7,) € Fy olmak iizere, x sdzctigiinde sifirdan farkli olan

bilesenlerin toplam sayisina z’in Hamming agirlig denir ve wt(x) ile gosterilir, yani
wt(z) = {i|z; #0, 1 <i<n}.

Bagka bir ifadeyle, Hamming agirlig1 bir kod sozciigiindeki sifir olmayan koordinatlarin

sayisini ifade eder.

2.31 Tanim Bir C' lineer kodun minimum mesafesi
d(C) := min{d(a,b) | a,b € C,a # b}

olarak tanimlanir.

2.32 Ornek C = {0000,1100,0011,1111} C F? lineer kodunu ele alalim. Bu kodun
minimum mesafesini bulalim. Bunun i¢in ilk olarak kod sozciikleri arasindaki Hamming

mesafeyi hesaplayalim:



d(0000,1100) =2, d(0000,0011) =2, d(0000,1111) =4

d(1100,0011) =4, d(1100,1111) =2, d(0011,1111) =2

Dolayisiyla d(C') = 2 dir.

2.33 Teorem [1, Theorem 4.3.8] IF, iizerinde bir tanimli herhangi bir C' lineer kodu i¢in

d(C) = wt(C) dir.

Minimum uzakligin 6nemi, kodun hata diizeltme kapasitesiyle olan iligkisine dayanir. Bir
gondericinin C' koduna ait bir kod sozciigii olan a’y1 bir kanal aracilifiyla (6rnegin iki
bilgisayar veya bir cep telefonu ile yakindaki bir anten arasindaki iletisimde oldugu gibi)
ilettigini varsayalim. Genellikle kanal "giirtiltiiliidiir" yani kod sozciigiindeki bazi girdileri

d(C) — 1

degistirir. Kanalin en fazla ¢ tane girdiyi degistirdigini ve ¢t < oldugunu
varsayalim. Alict kodu bildiginden a degismisse a’ niin bir kod s6zciigii olmadigini
gorecektir, ¢linkii 0 < d(a,a’) <t < d(C). Aslinda tim kod sozciikleri arasinda sadece
a’nmn d(a,a’) < t kosulunu sagladii gosterilebilir. Bu nedenle alici, gonderilen kod
sozctigiiniin a oldugunu kesin olarak belirleyebilir. Bir kodun %(C') boyutu 6nemlidir ¢iinkii
kodun ne kadar bilgi tasiyabileceginin bir dl¢iisiidiir; bu durumda kod s6zciiklerinin sayisi
¢" dir. Kodun uzunlugu olan n biiyiidiikge, her bir kod s6zciigiinii iletmek i¢in o kadar enerji
harcanmasi gerekmektedir. Ilgili parametreler k(C)/n ve d(C)/n, bir kodun performans
analizinde ortaya c¢ikan ve farkli kodlarla karsilastirilmak istenildiginde onemli bir rol
oynayan temel degismezlerdir. Ideal bir kod biiyiik bir boyuta, biiyiik bir minimum mesafeye

sahip olurdu ancak bu gereksinimler ayni anda kargilanamaz. Aslinda bu parametreler

arasindaki temel bir iligki,

E(C)+d(C)<n+1
oldugunu belirten "Singleton esitsizligi" olarak adlandirilan iligkidir [3].

2.34 Tamm Bir C' C F} lineer kodunun dual kodu agagidaki bicimde tanimlanir:
Ct={rec Fy | <x,¢>=0, herc € Cigin }

Burada C*, C”ye dik olan tiim vektorlerden olusan altuzay: temsil eder ve < x, ¢ > ifadesi

standart i¢ carpimi belirtmektedir.



2.35 Tammm Bir C lineer kodunun
(1) direte¢ matrisi GG, satirlar1 C”nin bir bazin1 olugturan matristir.

(ii) eslik-denetim matrisi H, dual kod C*’nin iirete¢ matrisi olarak tanimlanr.

C,F, iizerinde bir [n, k]-dogrusal kodu ve G, C’nin bir iirete¢ matrisi olsun. Buna gore
v € ]FZ eleman C* icindedir ancak ve ancak v, G’nin her satirina diktir. Ozel olarak,
(n — k) x n boyutlu bir H matrisi verildiginde, H, C"nin bir eslik-denetim matrisidir ancak

ve ancak H’nin satirlar1 dogrusal bagimsizdir ve HG? = 0 kosulunu saglar (bkz. [1]).

C bir dogrusal kod ve H, C’nin bir eglik-denetim matrisi olsun. Buna gore asagidakiler
denktir:

(1) d(C)=d

(i1) H’nin herhangi d — 1 adet siitunu dogrusal bagimsizdir ve H ’nin d adet dogrusal bagiml

siitunu vardir. (bkz. [1]).



3. Grobner Tabanlar

Bu boliimde ¢ok degiskenli polinom halkalarinda ideallerin yapisint anlamak ic¢in kullanilan
Grobner tabanlart ayrintili olarak ele alinmaktadir.  Grobner tabanlari, polinomlarin
boliinebilirlik 6zelliklerini diizenli bir bi¢imde ortaya koyarak cebirsel problemlerin
coziimiinde sistematik bir yontem sunar. Tek terimliler iizerinde tanimlanan farkli siralama
yontemleri sayesinde ideallerin yapisi daha acik bir sekilde incelenebilmekte, bu siralamalar

araciligtyla polinomlarin kargilastirilmasi ve diizenlenmesi miimkiin hale gelmektedir.

Buchberger algoritmasi yardimiyla herhangi bir ideal i¢in Grobner tabani elde edilebilmekte,
bdylece ideallerin yapisi iizerinde daha derinlemesine analiz yapilabilmektedir. Ayrica
Hilbert Baz Teoremi ve Nullstellensatz gibi temel sonuglar sunulmaktadir. Ozellikle, bir
sonraki boliimlerde 6nemli bir role sahip olan ayak izi (footprint) kavrami ile ideallerin
yapist arasindaki iligki ele alinmaktadir. Bu baglamda, Grobner tabanlari hem teorik
hem de uygulamali acidan cebirsel problemlerin ¢oziimiinde giiclii bir yontem olarak
ortaya ¢ikmaktadir. Bu boliimdeki temel bilgiler genel olarak [3] kaynagi kullanilarak
derlenmektedir.

Aksi belirtilmedikge tez boyunca F' ile herhangi bir cisim gosterilecektir.

3.1 Tamm (R, +,.) bir degismeli halka {0} # I C R olsun. Eger,

(i) hera,be I'igina —b € 1,

(i) herae [ver €e Rigcinr-a € [

ise I’ya R’nin bir ideali denir.

3.2 Ornek Herhangi bir p(z) € F [z] polinomu igin I =< p(z) >= {r(z) - p(z) | r(z) €
F(z)} bir idealdir.

3.3 Tanmm R bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. Bu durumda I ideali kullanilarak
tanimlanan denklik siniflarinin olusturdugu kiime béliim halkast olarak tanimlanir ve R/
ile gosterilir, yani

R/I .={a+I]|acR}

seklinde ifade edilir. Buradaki her a 4 I elemani bir koset (coset) ifade eder. Boliim halkasi

tizerinde cebirsel islemler temsilciler tizerinden dogal bi¢imde tanimlanir:
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(a+D)+b+1)=(a+b)+1, (a+1)b+1)=uab+ 1.
I bir ideal oldugu icin bu islemler temsilci se¢iminden bagimsizdir ve R/I kiimesi bu
islemler altinda bir halka yapisi olusturur.

3.40rnek f(x) = 22+ 1 € R[z] indirgenemez bir polinom olsun ve / =< f(z) > idealini
ele alalim. Bu durumda boliim halkasi R[z]/I bir cisimdir. Bo6liim halkasinda o« = = + [

elemanini alalim:
P +l=(@+IP+1=@*+1)+1=("+1)+1 = Oppyr

elde edilir. Dolayisiyla o> = —1 olur.
Bu ozellik, kompleks sayilardaki i elemaninin (2 = —1) 6zelligi ile aynidir. Dolayisiyla her

a + bx € Rz| i¢in boliimdeki karsilik a + ba olup, C’nin bir elemanina
a+ba 5 a+biecC

seklinde eslenebilir. Bu esleme, toplama ve ¢arpma islemlerini koruyan, birebir ve érten bir
homomorfizmdir. Sonug olarak

Rlz]/ <I>=C
izomorfizmas elde edilir.

Tez boyunca Ny negatif olmayan tam sayilar kiimesi ve £* = F'\ {0} olarak kullanilacaktir.

Ayrica F[zq, ..., x,| ¢cok degiskenli (n degiskenli) polinom halkasi ele alinacaktir.

35 Tanmm a € F* ve ay, s, ..., a, € Ny olmak {izere

a1 02 (3 Qn

a- eyt
carpimina bir terim denir.
:E'flxém x§3 oo gOn
carpimina ise bir tek terimli denir.
Kisaca, z{'z5?x§? - - 20 = X, a = (ay, a9, ..., ) € NJ ile de gosterilebilir. Boylelikle

F[X] = Flzy, ..., ;) olarak alinabilir.
3.6 Ornek F[z,, 2| halkasinda 22y2> ve 2%yz birer tek terimlidir.

3.7 Ornek F[z, 7] halkasinda 5xy? ve 2zy birer terimdir.
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3.8 Tammm Elemanlar n degiskenli tiim tek terimliler olan kiimeyi M ile gosterecegiz:
M= {X =alx3?x® a0 | a = (o, 00, , ) € NJ} C FIX].
Herhangi bir f € F[X] polinomunun, i = 1,2, ..., k i¢in a; € F' ve M; € M olmak iizere
J=aiMi + asMs + - - + ap My

seklinde yazilabildigi acgiktir.

390rnek f = 2xy® + 5xy2® + 327 € Fla,y, 2] alahm. Burada a; = 2, ay = 5, a3 = 3
ve M, = xy®, My = xyz?, My = 27 dir.

3.10 Tanim M iizerinde < siralamasi, eger

(i) her a, 3,y € N2 igin X < X ise Xt < X7 ve

(ii) Herhangi bir {0} # A C M kiimesinin bir en kii¢iik eleman1 vardir

kosullarini sagliyor ise bu siralamaya bir tek terimli siralamas: denir.

3.11 Tamm o = (aq, a9, ...,a,) € NG, 8 = (b1, Ba, ..., Bn) € N olmak iizere

X = 0125225 a0 ve XP = o a2l aPn tek terimlilerini alahm. Eger a = 3 veya

3 — « farkinda, soldan sifir olmayan ilk eleman pozitif ise X < X7# seklinde tanimlanan <

tekterimli siralamasina lex siralamast denir.

3.12 Ornek F[X]’de X = z; ve X? = 21°% elemanlarim alalim. Lex siralamasina gore
kargilastirma yaparsak

X =gy = zjx)...2° dir. Burada o = (1,0, ...,0) dir.

XP = 31000 = 3021000 20 dir. Burada 8 = (0, 1000, 0, ..., 0) dir.

a—f=(1,0,...,0) — (0,1000, ...,0) = (1— 0,0 — 1000, ...,0 — 0) = (1, —1000, ..., 0) elde
edilir. Soldan sifir olmayan ilk eleman 1 ve pozitif oldugundan z; >;., 73° elde edilir.
313 Tanm o = (aq, Qs ..., o) € N, = (B4, Ba, ..., Bn) € Nij olmak izere

X = x?lmg‘zxg xnve XP = o 1w§2m§3. P tek terimlilerini alalim.

la|= Zai < Zﬁi = |B] veya |a|= Zai = anﬂi = |B] iken X <., X” oluyor ise <
sualarzrjésma g;l:eic siralamasi denir ve ; > < grlesz B ile gosterilir.

3.14 Ornek F[X] = F[z1, 29, x3] olmak iizere X* = zy2323 ve X® = 222522 olsun.
Grlex siralamasina gore bu iki elemanin karsilagtirmasini1 yapalim. Burada,

=(1,3,1), la|=1+3+1=5vef=(21,2), |8 =2+1+2=5dir.
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f—a=(21,2)—(1,3,1) =(2—-1,1—-3,2—1) = (1,—2,1) elde edilir. Soldan sifir
olmayan ilk eleman 1 ve pozitif oldugundan X <g.;., X A olur.
315 Tanm o = (aq,Qa, ..., o) € N, = (B4, Ba, ..., Bn) € Njj olmak iizere
X = 22052050 20 ve XP = o 22 xPr tek terimlilerini alalim.
Eger, |a|= Zn:ai < anﬁi = |B] veya |a|= ﬁ:ai = Zn:@- = |f| iken § — « farkinda
sagdan s1ﬁrlzimayan 11:111< eleman negatif ise glsnalamgllna grevlex siralamasi denir ve
X <greviez X B ile gostertilir.
3.16 Ornek F[X] = F[x), 29, 23] olmak tizere X* = 2?2522 ve X? = z,2325 olsun.
Grevlex siralamasina gore karsilagtirma yapalim.
a=(2,1,2), la|]=2+1+2=5ve B =(1,3,1), |[f|=1+3+1=>5dir
f—a=(1,31)—-(2,1,2)=(1-2,3—-1,1—-2) = (—1,2,—1) elde edilir. Sagdan sifir
olmayan ilk eleman -1 ve negatif oldugundan X B> greviex X olur.
3.17 Tanim Her:=1,2,....micin 0 # a; € F, M; € M olmak iizere
0#f= i a;M; € F[X] polinomu ve "<", M iizerinde bir tek terimli siralamasi olsun. f
polinomulglin "<" siralamasina gore bas tek terimlisi,
M, = max{M; | i = 1,2,...,m}, bas tek terimlisinin katsayist a; ve bag terimi a; M, dir.
Kisaca,

Im(f) := My, le(f) == ap, It(f) = a; M,
ile gosterilir.
3.18 Ornek f(zy, 79, 73) = 4xdal + 5125 + 2 ise lex siralamasina gore It(f), lc(f) ve
Im(f) bulalim. Oncelikle M; ve M, yi kargilastiralim.
M, = 2323, a=(3,4,0)ve My = z125, B =(1,0,8)dir. « — = (3,4,0) — (1,0,8) =
(2,4, —8) farkinda soldan sifir olmayan ilk eleman 2 ve pozitiftir. Dolayisiyla My >, Mo
olur.
Simdi de M5 ile M3’ i karsilastiralim.
Mz = 2% ~ = (0,0,0) oldugundan 3 — v = (1,0,8) farkinda soldan sifir olmayan ilk
eleman 1 ve pozitiftir. Dolayisiyla My >, My >, Mj elde edilir. Buradan le(f) = 4,

Im(f) = 2323 ve It(f) = 4x}x] olarak bulunur.

Burada not edelim ki Grobner baz teorisindeki en onemli prosediirlerden biri bir polinomun

sifirdan farkli polinomlar ile boliinebilmesidir.
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3.19 Tamim [3, Definition 2.4] Herhangi bir "<" tek terimli siralamasina gore bir f € F[X]
polinomunun {gy,...,:} C F[X] \ {0} kiimesine gore boliinebilmesi demek F[X]|’te

qi, ---, q; bolim polinomlari ile  kalaninin bulunmasidir dyle ki

f=a-g+tq@-gp+..+q g+

esitligi gecerlidir ve 7 = 0 veya r’de her ¢« = {1,...,t} icin Im(g;)’ nin bir katt olan tek
terimli bulunamaz.

320 Ornek [ = 2%y + xy? + y* € R[z,y] polinomunu ve {zy — 1,9> — 1} C R[z,y]
listesini ele alahm. "<" siralamasi lex olsun. (m(f) bulalim. M, = 2%y, M, = xzy?* ve
M = 92 dir. Oncelikle M, ve M, yi karsilastiralim.

a=(2,1)ve f = (1,2) dir. « — 3 = (1,—1) soldan sifir olmayan ilk eleman 1 pozitif
oldugundan M; >, M, olur. Bu islemleri M; ve Mj’e uyguladigimizda M; >, M;j
elde edilir. Buradan Im(f) = 2y bulunur. Simdi aldigimiz listede g = xy — 1 ve
go = y*> — 1 olsun. Im(g;) ve Im(go) bulalim. Bunun i¢in de ayni islemleri uygulayarak

agik¢a Im(g;) = zy ve Im(g2) = y? bulunabilir. Simdi blme algoritmasini uygulayalim:

y+ay’ +y? |y —1
— (z%y — o) Tty

vy’ +yP o
— (zy® — )
4yt

Dolayisiyla, f = (z +y) - g1 + (z +y + y?) seklinde yazilabilir. Kalan polinom y? + y + x,
go"ye boliiniirse f = (x +y) - g1 + (y* + y) + z olur.
v+y+ao|yr-—1
—(2-1) |1
y+az+1

Kalan polinomun bag terimi olan y, hem zy hem de 3* nin kat1 seklinde yazilamaz. Buradan
f=E+y) - g+1l-go+(x+y+1)olupgy =x+y, ¢ =1ve r=z+y+1eldeedilir.
3.21 Teorem [4, Theorem 4] (Hilbert Baz Teoremi) I, F[X] polinom halkasinda bir ideal

olsun. Bu durumda oyle fi, fo, ..., fx € I vardir ki

I =< fl,fg...,fk >
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Bagka bir deyisle, I ideali sonlu eleman tarafindan iiretilir. (Yani F[xq, ..., x,] bir Noether

halkasidir.)

3.220rnek [ =< x >C Fl[x,y] alalim.
Fla,yl/I = Flz,y]/ <z > = F[y]

elde edilir. F'[y] nin bir baz1 {1, y, 4%, 3, ...} sonsuz elemanl bir kiimedir.

3.23 Tammm 0 # [ C F[X] birideal, M, tek terimliler kiimesi ve "<" tek terimli siralamasi
olsun. Eger, her 0 # f € I i¢in Im(f) , biri = 1,..., s i¢in Im(g;) nin bir kat1 oluyorsa,

{91, 92, -, 9s} C I kiimesi"<" siralamasina gore [ ideali i¢in bir Grobner bazdir, denir.

324 Ornek [ =< xy — 1,y> — 1 >C R[z, ] olsun ve "<" lex siralamas1 alalim.

ylry—1)—a@y’ —1)=—y+a=fel

Im(f)=x ve g =xy—1, g, =y?— 1 olmak iizere 2’1, Im(g;) ve Im(go) nin bir kat1

seklinde yazilamadigindan {zy — 1,y* — 1} kiimesi I i¢in bir Grobner baz olamaz.

I ideali i¢in bir Grobner baz, ayn1 zamanda ideal icin bir bazdir. Simdi bunu kanitlayalim.

3.25 Yardimcr Onerme [3, Lemma 2.7] {g1,..-,9s} C I, I i¢in bir Grébner baz olsun.
Bu durumda, f € [ ancak ve ancak f’nin {gi, ..., g5} ile boliimiinden kalan sifirdir. Sonug

olarak, I =< ¢y, g9, ..., gs > tarafindan iiretilir.

ispat: Oncelikle, f’nin {91, ..., g5} ile boliimiinden kalan » = 0 oldugunu varsayalim. O
halde f=q1 -1+ ¢ g2+ ... + s - 9s €< g1, 92-.-, gs >C I olur.

Simdi de f € I oldugunu varsayalim. f’nin {gi, ..., g; } ile bolme algoritmasini uygularsak
f=q-n+q@ -gp+...+q-9;+7r= iq,--gi—i—regtligindenr: f— iqi-gi € I elde
edilir. Dolayisiyla 7 = 0 olmalidur, ak;i: élurumda, yani r # 0 ise, bélmé:eilgoritmasmdan
Im(r), her i = 1, ..., s i¢in Im(g;)’lerin bir kat1 olmayan bir polinom olur. Fakat { g, ..., s},
I i¢in bir Grobner baz oldugundan bu bir ¢eligkidir.

< g1,92...,gs > C [ oldugunu biliyoruz. Sonug olarak I C < ¢y, g5..., gs > oldugundan

I =< ¢g1,95...,gs > elde edilir.
O]

3.26 Onerme [3, Proposition 2.8] {g1, ..., g}, I igin bir Grébner baz olsun. f € F[X]

polinomunun {gy, ..., g5} ile boliimiinden kalan, siralamaya bakilmaksizin aynidir.
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Ispat: Diyelimki f = ¢1-g1+qo-go+...+ s gs+r ve f = G g1+Go-go++ - +{s-gs+T Oyle
ki g;,q; € F[X] heri=1,...,si¢in r,7 € F[X] olmak iizere r’de ve 7’de heri = 1, ..., s
icin Im(g;)’lerin kat1 olan tek terimli yoktur. O halde

r—7=(@—q) g1+ ..+ (G —qs) gs €< g1, ..., gs >= I. Yardimc1 Onerme 3.25’ten

r —7 = 0 yanir = 7 elde edilir.
]
Buchberger, [ ideali i¢in herhangi bir sonlu iiretilmis bazdan baglayarak, bir dizi adimla,

genigletilmis baz Grobner baz olana kadar devam eden bir algoritma verir. Simdi de bu

algoritmadan bahsedelim [?].
327 Tamm f,g € F[X]\ {0} olsun. it(f) = a- X%, «a=(a,..,qa,) ve lt(g) =b X5,

g = (b1, ..., Bn) olmak iizere v; = max{a;,B;}, heri=1,...n v = (71,....,7) € Nj

alalim. f ve g polinomlarinin S-polinomu,

-9~ (7)1 (i)

Buchberger, {g1, ..., gs} kiilmesinin bir Grobner bazini olugturmasinin ancak ve ancak her

ile bulunur.

i, i¢in S(g;, g;) polinomunun {gi, ..., gs} kiimesiyle yapilan bolme igleminden kalaninin
stfir olmast durumunda gecerli oldugunu gostermistir.
I =< gy,..,9s >vei #j,ij€ {1, .., s} icin S(g;, g;)—polinomunun , {g1,...,gs} ile
bolimiinden kalan R;; # 0 olursa, g,+1 = R;; € I oldugundan / = (g1, ..., gs+1) olur. Her
i#7,1,5€{L,..,s,s+1}icin S(g;, g;) " lerin {g1, ..., gs+1} ile bolumiinden kalan sifir ise
{1, .-, gs+1}, I icin bir Grobner bazdir denir. Aksi durumda g,,» = R;; olarak tanimlanir
ve {91, ---Gs, §s+1, gs+2t €0z Oniine alinir. Buchberger, sonlu adim sonunda bu prosediiriin
iirettigi { g1, ..., g: } kitmesinin 7 i¢in bir Grobner baz oldugunu kanitlamugtir.
3.28 Ornek {zy — 1,3> — 1} C Rz, y| listesinin I =< xy — 1,4* — 1 > ideali igin bir
Grébner baz olmadigini biliyoruz. "<" lex siralamas1 alalim ve = >, vy olsun. Ilk olarak
S(g1,ge) yibulalim. g; = zy — lise lt(g1) = xy vea = (1,1), go = y*> — lise lt(gs) = 3>
ve 3 = (0,2) olur. X? = zy? ve v = (1, 2) olup

2

Slong) = -y =)= F (P =)=y Gy =) = (- 1)

= xy2—y—a:y2+x:x—y
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bulunur ve Im(z — y) = x dir. Burada z, hem xy ye hem de 3 ye béliinemediginden dolay1
S(g1,92) = 0-g1 +0- g2 + (z — y) olur. Burada kalan 0 olmadigi i¢in kalan1 yeni listeye
ekleyerek devam edecegiz. Yeni listemiz {g, g2, g3} = {zy — 1,4* — 1,2 — y} seklindedir.
Simdi ise S(g1,¢3) U bulahm. g3 = x — y ise lt(g3) = = ve 6 = (1,0) olur. X7 = zy ve
~v=(1,1) olup

Ty Ty
S(gl,gg)zx—y'(fcy—l)—?%x—y)Z:vy—l—:cy+y2=y2—1=gz

bulunur. Bu listenin genisletilmis listeye gore boliimiinden kalan 0 oldugundan yeni bir

eleman ekleyemiyoruz. Simdi de S(gs, g3) i bulahm. X = xy? ve (1, 2) olup

2 2
xry Yy
S92,95) = 5 ) R e A A A A

bulunur. Im(—xz + y®) = —z dir. Bu Im(g3) = x e bdliiniirse kalan y*> — y olur ve
Im(y® — y) = y® olup Im(gs) ye bdlersek kalan 0 bulunur. Buradan {zy — 1,y* — 1,2 — y}

listesinin / =< a2y — 1,y? — 1 > ideali igin bir Grobner baz oldugu bulunur.

Simdi de bu tezde 6nemli bir rol oynayan Buchberger’in tanimladig1 ayak izi (footprint)

kavramini ele alalim.

3.29 Tamm [ C F[X] bir ideal olsun. M’deki bir tek terimli siralamasina gore, I idealinin
ayak izi (footprint)

A(I) :={M € M | M, I"daki herhangi bir polinomun bas tekterimi degildir. }

olarak tanimlanir.

Bir I idealinin ayak izi, I idealinin Grobner bazi ile yakindan iligkilidir. (I ve A(I) , M’de
ayni tek terimli siralamasina gore tanimli olmalidir.)

3.30 Onerme [3, Proposition 2.12] I C F[X] ve {g, ..., s}, I i¢in bir Grobner baz ve M €
Molsun. M € A(I) ancak ve ancak M, her i =1,..., s igin [m(g;)'lerin bir kat1 degildir.
Ispat: Oncelikle M € A(I) oldugunu varsayalim. Tamm 3.29°den M, I’daki higbir
polinomun bag tekterimlisi olamaz. {g,...,gs} C I oldugundan M, {gy, ..., gs} ’lerin bas
tekterimlisi olamaz.

Simdi de M, heri = 1, ..., s i¢in Im(g;)’lerin bir kat1 olmadigin1 varsayalim. Tanim 3.23’den

M, I’daki hi¢bir polinomun basg tekterimlisi olamaz.
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Asagidaki ornek ile ayak izinin grafiksel gosteriminin nasil elde edilecegini gosterelim.

3.310rnek [ =< 2% —x,9y% —y, 2%y —y >C R[z,y] olsun. M iizerinde <., siralamasini
diisiinelim. {2® — z,y3 — y, 2%y — y} kiimesi agik¢a [ igin bir Grobner bazdir.

Im(x®—x) = 2%, a = (3,0), Im(y>—y) =193 8=1(0,3) velm(z*y—y) = 2%y, v = (2,1)
seklindedir. Dolayisiyla

A = {200, 2190, 220, 20", xlyL, 202, 21y} = {1, 2,22, y, zy, 2, 24>}

Bu durumda A(7)’nin grafigi asagidaki gibidir:

Y

(0,3) (1,3) (2,3)

Sekil 3.1: A(7)’nin (ayak izinin) sekli

Cizginin altinda kalan noktalar: A(7)’nin tek terimlileri (/’daki higbir polinomun bas
tekterimlisi olamaz.)

Cizginin gectigi ve iistiinde kalan noktalar: I idealinin Grobner bazinin bag tekterimlileri

Asagida daha sonra da kullanilacak olan Buchberger’in tezinde elde ettigi 6nemli bir sonug

verilmektedir.

3.32 Teorem [3, Theorem 2.14] I C F[X] olsun. B = {M + I | M € A(I)} kiimesi
F[X]/I igin bir tabandur.
Ispat: G kiimesinin A(I) ’ y1 belirlemek i¢in kullanilan ayn1 tek terimli siralamasina gore, I
ideali i¢in bir Grobner baz oldugunu varsayalim. f € F'[X] olsun. f” yi G’ ye boldiigiimiizde
r kalani, .
r=> a;M;, a; € FX], M; € A(I), i=1,....t
i=1

seklinde elde edilir. Simdi de f + I = r + [ oldugundan B’nin F[X]/I’ y1 tirettigini yani
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< (B) > = F[X]/I oldugunu gosterelim. Oncelikle < (B) > C F[X]/I oldugu agikur.
Simdi de < (B) > D F[X]/I oldugunu gosterelim. f + [ € F[X]|/I alalim. f —r € [
oldugundan,

f+I=r+I= thaiMiJrI: (e My 4+ 1)+ (aeMy+ 1) + ... + (e My + 1) €< (B) >.
Dolayistyla < (B')Z:>1 = F[X]/I dir.

Simdi de B’ nin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim:

bi(M+1)+by(Mo+ 1)+ ...+ My =0+1, e F, Mie A(I) i=1,...,1

oldugunu varsayalim. O halde
!

(by My + boMy + ... + by M;) + I = 0+ I = I oldugundan by M + ... + b, M, = Z b;M; € 1
olur. Fakat her i = 1,...,0 icin M; € A([) oldugundan b; = 0 olmalidur, allczsi1 durumda
zl: b;M; € I sifirdan farkli ve bag tekterimlisi /’daki herhangi bir polinomun basg tekterimlisi
z)zlallmaz.

Sonug olarak B, F'[X]/I i¢in bir tabandir.

]

3.330rnek Ornek 3.31°yle devam edelim. {z°® —z,y® —y, 2%y — y} kiimesinin bir Grobner
baz ve A(I) = {1, x, 22, y, zy, y*, xy*} oldugunu biliyoruz. Teorem 3.32’den
B={1+ILaz+ 1,2+ 1,y+I,xy+I,y*+ I, zy*+ I} bir baz oldugundan R|x,y]/I’nin
boyutu |(B)| = 7 olur.

3.34 Uyan1 [ C F[X] bir ideal ve { f1, ..., f;}, I i¢in bir baz olmak iizere

A(Im(f1), ..., Im(fy)) :={M € M | M, heri = 1,...,t i¢in f;’nin bir kat1 degildir}.

3.35 Uyar1 Sunu gézlemleyelim ki A(7) C A(lm(fy),...,1m(f;)).

Aslinda, Onerme 3.30’dan su sonug elde edilir: {f1, ..., f;}, I ideali igin bir Grobner bazdir

ancak ve ancak

A(I) = A(m(f)), ... Im(f,)).
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4. Afin Varyeteler ve Afin Varyete Kodlar

Matematikte afin varyete, cebirsel geometri ve degismeli cebirde ele alinan en temel
kavramlardan biridir. Polinom denklemlerinden olusan bir sistemin koordinat uzayindaki
ortak sifirlarmin (koklerinin) olusturdugu geometrik kiimeleri ifade eder. Bu bdliimde
oncelikle afin varyeteler ile ilgili temel tanim ve sonuglar sunulmaktadir. Daha sonra afin
varyeteler kullanilarak afin varyete kodlarinin nasil tanimlandig: agiklanmaktadir. Ayrica,
Grobner tabanlar ile iligkili ayak izi kavramina dayanan ve afin varyete kodlarinin temel
parametrelerinin belirlenmesini saglayan yontem incelenmektedir. Bu boliimde genel olarak

[2], [3] ve [4] kaynaklarindan yararlanilmaktadir.

4.1 Afin Varyeteler
Bu kisimda, varyetelerin tanimi ve Ornekleri verilerek ideal-varyete doniistimleri

aciklanmakta; Hilbert Nullstellensatz gibi temel sonuglar iizerinde durulmaktadir.

4.1 Tamm Bir I C F[X] idealinin afin varyetesi,
V(I):={(a1,...,an) € F"} | f(ai,...,a,) =0, her f € I igin }

olarak tanimlanir.

I C F[X] olmak tizere Teorem 3.21°den &yle bir ¢ > 1 vardir ki gy, ..., g; € I olmak iizere
I =< ¢, ..., g > oldugunu hatirlayalim. V' (I)’y1 bulalim. f € I olsun.
f=hig1 + haga + ... + hygy, ha, ..., hy € F[X] olarak yazilabilir. Bu yiizden

flay,...;an) = (hig1, ..., +heg)(aq, ..., ap)

= hi(ay,...,an)g1(as, ..., an) + ... + hy(aq, ..., an)ge(as, ..., ay).

Dolaysiylaher i = 1, ..., t i¢in g;(aq, ..., a,,) = 0 ancak ve ancak (as, ..., a,) € V(I) oldugu
agiktir. Boylece, V(1) = V(¢1, ..., gn) olur.

420rnek f(z,y) =2%+19> — 1€ Flz,y] ve I =< f > olsun. O halde
V(I)={(a1,as) € F?| f(a1,as) = 0}.

flay,az) = a? + a3 — 1 = 0ise a? + a3 = 1 dir. Dolayisiyla,

V(I) = {(a,a3) € F* | a} + a3 = 1} varyetesi geometrik olarak asagidaki gekilde

gosterilebilir:
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Sekil 4.1: V(I) nin grafigi

43 0rnek fi(v,y) =22 —1¢€ Fla,y], folz,y) =y> — 1€ Fla,y]ve I =< fi, fo >
olsun. O halde V(I) = {(z,y) € R*| fi(z,y) = fa(x,y) = 0}.

Buradan fi(z,y) = 2> —1=0ise x> = lolupx = Fl ve fo(r,y) =y* —1=0ise y? = 1
olup y = F1 bulunur. Sonug olarak, V' (I) = {(1,1), (—=1,—1), (1, —1),(—1,1)} elde edilir.
4.4 Uyan1 Bir [ ideali igin V/(I) varyetesi sonsuz tane noktaya sahip olabilir. Ornegin,
[ =<y—a2?>>CRlz,y] ve f(z,y) =y — 2? olsun. y — 2> = 0 ise y = 2? dir. Buradan
V(I) = {(x,2?) € R? | y = 2} bulunur. V(I) nin geometrik sekli asagidaki gibidir.

Sekil 4.2: V(I) nin grafigi

Tanim 4.1’den V' = V/(I) verildiginde, V' iizerinde sifir olan tiim polinomlarin kiimesi

asagidaki sekilde tanimlanmaktadr.

4.5 Tamm Bir I C F[X] ideali icin V' = V(1) varyetesinin ideali
I(V)={f e FIX]| f(a,...,a,) =0, her (ay,...,a,) € V i¢gin }
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seklinde tanimlanir.

4.6 Uyar1 (V) kiimesinin F[X] halkasinin bir ideali oldugu kolaylikla gosterilebilir:

(ai,...,a,) € V alalim.
(i) Sifir polinomu 0 € F[X] olmak iizere 0(ay, ..., a,) = 0 olup 0 € I (V) dir.

(ii) Her f,g € I(V) igin f + g € I(V) oldugunu gosterelim. f,g € I(V) ise her
(ay,...,a,) € Vigin f(ay,...,an) = g(as, ...,a,) = 0 dir. Buradan

(f+9)(ay,...,a,) = f(a1,...,an) + g(as, ...,a,) = 0+ 0 = 0 olur. Boylece Tanim 4.5’den
f+ge€ (V) elde edilir.

(iii) Her f € I(V) ve h € F[X]igin h - f € I(V) oldugunu gosterelim. f € (V) ise her
(ay,...,a,) € Vigin f(ay,...,a,) = 0 dir. Buradan

(h - f)ar,...,a,) = h(a,...,an) - flay,...,a,) = h(ay,...,a,) - 0 = 0 dir. Boylece,
h- f e I(V) elde edilir.

Sonug olarak (i), (ii) ve (iii) den dolay1 I(V'), F'[X] halkasinin bir idealidir.

Aynmi zamanda [ C I(V/(I))’dir, ¢iinkii herhangi bir f € I ve (ay, ...,a,) € V(1) i¢in Tanim
4.1’den f(ay,...,a,) = 0 olur. Buradan f € I(V(I)) elde edilir.

4.7 Ornek V = {(0,0)} C F? varyetesini alalm. I(V')’yi bulalim.

Iddia: I(V) = {f € F[z,y] | f(a1,as) = 0,her (a1,as) € V igin } = < x,y > dir. Bunu

gosterelim. Oncelikle < z,y > C (V) oldugunu gosterelim. f €< z,y > alalim.

seklinde yazilabilir. (4.1)’den f(0,0) = A(0,0) - 0+ B(0,0) - 0 = 0+ 0 = 0. Dolayisiyla,
f e I(V) olur.
Simdi de /(V') C < x,y > oldugunu gosterelim. g € I(V') alalim.

g(z,y) = a;z'y?, a;; € F ve g(0,0) = 0 oldugundan 0 = ago + 0, yani ago = 0 olur.
1,3

O halde g(z,y) = > ayz'y’ = Y a x™ 'y’ - x + > agjy?' - y oldugundan
(4,7)#(0,0) >0 ]58

g €< x,y > olur. Sonug olarak (V') =< z,y > elde edilir.

Burada not edelim ki herhangi bir V. C F™ afin varyetesi i¢in

I(V)={feFX]| f(p)=0, herp € V i¢in }
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olmak iizere V =5 I (V') doniisiimii vardir. Benzer sekilde herhangi bir I C F[X] ideali igin
Teorem 3.21°den oyle f1, ..., fs € [ vardirki I =< fi, ..., f; > dir.

V() =V(< fi,. fs >) = {(a1, ..., an) € F"| fila1,...,a,) =0, heri = 1,..., s i¢in }

olmak iizere / %> V(I) dontigtimii de vardir.

4.8 Yardimc1 Onerme [4, Lemma 1] Herhangi bir V' varyetesi ve m > 1 tam sayis1 icin
frel(V)ise f € (V) dir.

Ispat: Eger f™ € I(V)ise her p € V icin f™(p) = 0 dir. Buradan (f(p))™ = 0 olup
f(p)f(p)...f(p) = 0 seklindedir. Dolayisiyla f(p) = 0 olur yani f € I(V') elde edilir.

4.9 Tamm [ C F[X] bir ideal ve I'mn radikali
VI :={f e F[X]| f™eIbirm > 1 tam sayis1 icin }

seklinde tanimlanir. Eger I = /T ise I idealine radikal ideal denir.
4.10 Uyar1 (V') bir radikal idealdir.

4.11 Uyan [ C F[X] bir ideal olsun.
(i) f € I olsun. Eger f! € I'ise f € v/I dir. Dolaysiyla I C /T olur.

(i) /I nin F[X]’de bir ideal oldugunu gostermek icin oncelikle her f,g € VT igin
f+ge I oldugunu gosterelim. Oncelikle f,g € VI oldugundan dyle m,n pozitif
tam sayilart vardir ki f™, g™ € I dir. O halde

(fHg)min=t = frdntq frdn=2.gly g frgn g frolgt b fogm T gt e T
oldugundan f + g € v/T elde edilir.

Simdi de f € VI ve h € F[X]iken h - f € /T oldugunu gosterelim. Herhangi bir m > 1
icin (h.f)™ = h™ - f™ € I'ise h - f € v/ oldugu aciktir. Sonug olarak v/I, F[X]’de bir
idealdir.

(iii) v/T bir radikal idealdir. " € /T iken f € v/T oldugunu gosterelim. Eger f* € /T ise
bir m > 1 tam sayistigin ()™ € I. Buradan f™™ € I,nm > lolurve f € VT elde edilir.

4.12Ornek J =< 22,9 >C F|z,y] idealini ele alahm. = +y € v/J oldugunu gsterelim.
22 e Jisex € VJvey? € Jisey € v/ J olur.
(x +y)* = 2* + 42’y + 622y + 42y’ + y* € J seklinde olup = + y € V/J elde edilir.
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4.13 Teorem [4, Theorem 6] (Hilbert Nullstellensatz) F' cebirsel kapali bir cisim olmak iizere
I C F[X] ideali i¢in I(V (1)) = /1 dur.

Herhangi bir [ ideali i¢in A(/) sonlu oldugunda, /’nin varyetesi ve I'nin ayak izi A([)
arasindaki iligkiyi kanitlamak icin agagidaki yardimci dnermeye ihtiya¢ duyulmaktadir.

4.14 Yardime1 Onerme [3, Lemma 3.2] / C F[X] bir ideal ve pi, ..., p,, V(I) nin farkl

noktalart olsun. Bu durumda her 4, j € {1,...,r} i¢in

olacak sekilde fi, ..., f, € F[X] vardur.

ispat: P = (a1, ...,a;,) € F" i =1, ..., noktalarini ele alalim. Bu yardimci 6nermede f;
polinomunu nasil elde etti§imizi gosterelim. Tiim P; noktalar1 birbirinden farkli oldugundan,

heri € 2,...,rigin baz1 j; € 1, ...,n vardir ki a1, # a;;, olur. Bu durumda

By = Lji — Qig;

a1j; — Qg
seklinde tanimlayalim. Paydanin sifirdan farkli oldugu aciktir. Boylece asagidaki durum

elde edilir:

aq T a; i . L. a; T a; i
hi(P) = —2—% =1veheri=2,..,rigin h(P) = — 21— =0
aij; — Qi Aij; — Qig;

fi = [I hi = hahs...h, alirsak fi(P1) = 1 ve fi(P;) = 0 olur. Benzer sekilde f5, ..., f,
i=2
polinomlari elde edilir.

O

4.15 Onerme [3, Proposition 3.3] I C F[X] bir ideal ve A(I) kiimesi sonlu olsun. Bu
durumda, V' (I) sonlu bir kiimedir ve |V (I)| < | A (I)] esitsizligi saglanir.

ispat: Py, Py, ..., P, V(I) nin birbirinden farkli elemanlart olsun. Teorem 3.32’den
B={M+1|M e A(l)}nin F[X]/I’'nin bir baz1 oldugu bilinmektedir. Buradan A (/)
nin eleman sayist | A (I)|, F[X]/I nin boyutuna esittir. Yardimct Onerme 4.14’den her

i,j € 1,..,ricin f;(P;) = J;; olacak sekilde f1,..., f, € F[X] polinomlarin oldugunu

24



biliyoruz. {f1+1, ..., f,+ 1} 'nin, F[X]/I > da lineer bagimsiz oldugunu gosterelim. Bunun
icin ay, ..., a, € F olmak iizere a;(f1 +I) + ... + a.(f- + I) = 0 + I oldugunu varsayalim.
Ohalde (a1 f1+ 1)+ ...+ (a.fr + 1) = (a1 f1 + ... + a,.f,) + I = 0+ I dir. Dolayisiyla
ZT: a;f; € Iolur. Pi,...,P, € V(I) oldugundan Zr: a;fi(P;)) = 0, her j = 1,...,r i¢in
la:jlz 0 dir. Sonug olarak, {f1 + I, ..., f, + I} lineerzggglmsm ve r elemanhdir.

]

4.16 Teorem [3, Theorem 3.4] I C F[X] te bir ideal 6yle ki A(/) sonlu bir kiime ve L, F'

cisminin kapal1 bir cebirsel geniglemesi olsun.
Vi(I) ={(ay,...,a,) € L™ | f(a1,...,a,) =0, her f € I i¢in }

sonlu bir kiimedir ve |V, (I)| < | A (I)] dir. Ustelik F, bir mitkemmel cisim ve I radikal

ideal ise |V.,(I)| = | A (I)| olur.

4.2 Afin Varyete Kodlar:

Afin varyete kodlar1 ¢ok degiskenli polinomlarin sonlu cisimler iizerindeki bir afin varyetenin
noktalarinda degerlendirilmesiyle elde edilen lineer kodlardir.

[F,, ¢ elemanli bir sonlu cisim olmak iizere S C F [z, ..., x| olsun. S’nin bir ortak ¢oziimii
(stfin), (aq,...,as) € FZ = Fq X oo X Fq (s carpan) seklindedir, burada Fq, [F, nun cebirsel
kapali bir genislemesidir ve f(aq, ..., as) = 0 esitligi S’deki her f icin gecerlidir.

4.17 Tanmm [2] F,[zy,..., 2], F, cismi iizerinde s-degiskenli polinom halkas1 ve S C

F,[z1,. ..,z olsun. S kiimesinin ortak ¢iziimleri kiimesi
V(S) :={(a,...,as) € FZ | f(ay,...,as) =0 her f € Sigin } 4.2)

ile gosterilip, FZ kiimesinde bir afin varyetedir, denir. (a,...,as) € V(S) elemanlari
V (.S) varyetesinin noktalari olarak bilinir. V'(.S)’nin tiim koordinatlarmin F, cisminde olan
noktalarma V' (S)’nin F-rasyonel noktalar: denir.

Aksi belirtilmedikge, buradan itibaren

V(I)=A{(ai,...,as) € FZ | f(a1,...,as) =0 her f € Si¢in } olarak alinacaktir.

Eger I =< S > yani [ ideali S ile uiretiliyor ise V(1) = V/(S) olur. Bu terminolojide, bir

varyete, afin uzayin bir indirgenemez alt kiimesi olmak zorunda degildir.
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Tersine, Y C FZ icin Y kiimesinin ideali
IY):={f €Fx1,...,x5] | flar,...,as) =0, her (ay,...,as) €Y i¢in }

ile tanimlanir. Teorem 4.13’ten 1(V (1)) = /1.

418 Tanm [ C F [z,,..., x| bir ideal olsun.
I,=1+<z{—a,...,00 —x, > 4.3)

olarak tanimlanir.
4.19 Not Bu boliimde V (I), F,’daki varyete olacaktr.

4.20 Onerme [2, Proposition 1.1.2] I, F [x1, ...,z in bir ideali olsun. Bu durumda V()
nun noktalari, V() nin F,-rasyonel noktalaridur.

Ispat: Oncelikle V(I,) € V/(I) oldugunu gosterelim. I C I, oldugundan V (I,) C V()
oldugu aciktir. P = (ay,...,as) € V(I,) olsun. (4.2)°’den her f € I, icin f(P) = 0 dir.
Ozellikle (4.3)’ten f; = 2! — z; € I, oldugundan fi(ay,...,as) = 0 ve dolayisiyla her
i =1,...,sig¢in a] — a; = 0 olur. Sonlu cisim teorisinin iyi bilinen bir 6zelligi Yardimc1
Onerme 2.20’ye gore bu esitlik ancak a; € F,, 1 <i < s oldugunda saglanir. Ayrica I C I,
oldugundan her f € I icin f(ay,...,as) = 0 dir. Buradan P = (a4,...,as) € V(I) ve
(ai,...,as) € F, bulunur, yani (ai, . . ., as), V(I) min F -rasyonel bir noktasidir.

Tersine (ay, ..., as) € V(I)’mn F -rasyonel noktasi olsun. Teorem 2.20’den a] — a; = 0°dr.
Dolayisiyla f;(aq,...,as) = 0 olur. Ayrica (4.2)’ten dolay1 her g € [ igin g(ay,...,as) = 0
dir. I, = I+ <z — 21, ..., 2% — x5 > oldugundan her G(z1, ..., x;) € I, i¢in

G(x1,...,xs) = g1, ..., Ts) + ZS: hi(xy, ..y xs) - (xf —x;) g(xy,...,xs) € I ve
hi(xy,...,xs) € Fylxy, ..., x4, 1221: 1, ..., s formunda yazilabilir.

g(ay,...,as) = 0ve fi(aq,...,as) = 0 oldugundan

G(ay,...,as) = g(ay,...,as) + i hi(ay,...,as) - (af —a;)) = 0+ i hi(ay,...,as) -0 =0
bulunur. Béylece (a4, ..., as) € ?EL}) olurve V(I) C V(I,) bulunuzr.:1

Sonug olarak V' (I) = V/(I,) elde edilir.

]

Dikkat edilmelidir ki herhangi bir P = (a1, ..., as) € F; ve herhangi bir f € Fy[zy, ..., x]
icin f(P) = f(a,...,as) hesaplandiginda elde edilen deger, IF,’nun bir elemanidir, ¢iinkii

tiim noktalarin koordinatlar1 a; ve f polinomunun katsayilar1 IF;’ya aittir.
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4.21 Uyar1 [, ’nun eleman sayisi ¢ oldugundan, V'(I) en fazla ¢° tane F,-rasyonel nokta

icerir. Boylece V' (1,)’nun eleman sayisi sonludur.

422 Tamm [ C F [xy,...,x, bir ideal olsun. V' (/) nin noktalarinin sayisi sonlu ise, /
idealine sifir-boyutlu bir ideal denir.

Uyar1 4.21’ten I, sonlu boyutlu bir idealdir.

4.23 Yardimc1r Onerme [2, Lemma 1.1.4] (Seidenberg’s Lemma 92) J, Folz1,. .., x4
halkasinin sifir-boyutlu bir ideali ve 1 < i < s i¢in, J nin obeb(f;, f/) = 1 olacak sekilde
bir f; € F,[x;] polinomunu igerdigini varsayalim, burada f;, f; nin tiirevidir. Bu durumda J,
sonlu tane maksimal idealin kesisimidir. Ustelik .J bir radikal idealdir.

4.24 Sonug [2, Corollary 1.1.5] I C F[z1, ..., x4] bir ideal olsun. Bu durumda I, bir radikal
idealdir.

Ispat: I, ’nun sifir-boyutlu ideal bir oldugunu biliyoruz. 1 < i <'s, f; = z! — z; i¢in
obeb(f;, ) = 1 oldugunu gostermek yeterlidir. f; = 29—z, ise f/ = qz?~' —1 = —1, ¢iinkii
q = p",n € Niken F, nun karakteristigi p’dir. Buradan obeb( f;, f!) = obeb(z]—x;, —1) =1
dir. Yardimc1 Onerme 4.23’dan I, bir radikal idealdir.

]

R = F,[xy,...,24)/1, olsun. R halkasina V' (I,) varyetesinin koordinat halkast ve R 'nin
elemanlarina da V' (I,) tizerindeki diizenli (regular) fonksiyonlar denir. R’nin elemanlari,
f € F,lx1,... 24 icin f + I, denklik sinifin1 gésteren f ile ifade edilir. Ayrica R bir
F,-vektor uzayidir.

4.25 Yardimer Onerme [2, Lemma 1.1.6] R’nin F,-vektor uzay1 olarak boyutu, V (1, )’daki

noktalarin sayisi olan n’dir.

Bundan boyle, n, V'(,)’daki noktalarin sayis1 olmak tizere Iy, I, iizerinde bir n-uzay olarak
alalim. V'(I,)’daki P, noktalar1 i¢in P, ..., P, siralamasini sabitleyelim.

¢ : R — F} doniigiimii su sekilde tanimlanmaktadir:

burada f = f + I, dir. Daha 6nceden f € Fy[r,...,z,] ve P, € V(I,) i¢in f(P,) € F,

oldugu biliniyor. Boylece ¢(f) € [y . Simdi ¢’nin iyi tanimh oldugunu gosterelim.
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Varsayalim ki f; = f, olsun. f; = f; + I, ve fo = fo + I, olmak iizere f, + I, = fo + I,
dir. Buradan f; — fo =g € [,olup f1 = fo+g, g € I,dir. Heri = 1,....,nicin P, € V(1)
ise fi(By) = (f2 + 9)(P) = fo(B) + 9(P) = f2o(P) +0 = fo(B) yani fo(F) = f1(F)
olur. Bu yiizden o(f2) = o(f1) ve dolayisiyla ¢ iyi tanimlidir.

4.26 Yardimc1 Onerme [2, Lemma 1.1.7] ¢ déniisiimii bir izomorfizmadir.

Ispat: Polinomlarin toplama ve skaler ¢arpma tamimlarim kullanarak ¢’nin lineer oldugunu
gosterelim. Her i = 1,...,n i¢in P, € V/(I,) noktalari ele alalm. Herhangi bir f;, f, € R

igin ilk olarak (f1 + f2) = @ (f1) + ¢(f2) oldugunu gésterelim:

e(fi+f2) = e((fi+1)+ (f2+ 1) =((fi + f2) + 1)
= (it f)(Pr), -, (1 + f2)(Fn))
= (filP) + fo(Pr), s i(Bn) + fo(Fn))
= (fi(Pr), oo [i(Po) + (fo(P1)s ooy fo(Pn)) = (f1) + (f2)

elde edilir. Simdi ise herc € F,ve f = f + I, € Rigin ¢(c- f) = ¢ - »(f) oldugunu

gosterelim:

ple-f) = le-(f+1g) =¢le- [+ 1)
= (Cf(P1>77cf(Pn)):c(f<P1)77f(Pn>):C¢(f)

Dolayisiyla, ¢ lineerdir. Simdi de ¢’nin birebir oldugunu gosterelim. ¢(f1) = ¢(f2)
oldugunu varsayalim.

©(f1) — ©(f2) = 04n dir ve lineer oldugundan ¢(f; — f2) = 04» olur. Buradan

e((fr+1g) = (fot 1) = o(fr = fo+ 1g) = ((fr = )(P1), ... (fr = f2)(P)) = (0, ..., 0)
dir. Heri = 1,...,nigin (fi — f2)(P;) = 0 dir.

Bu yiizden, Teorem 4.13’ten f1 — fo € I(V (1)) = \/[_qdm Sonug 4.24’den \/I_q = [, olup
fi— f2 € I, dir. Buradan fi — fo = Oyani f; = f, elde edilir. Yardimc1 Onerme 4.25’e gore
R ve A™ nin boyutu n dir. ¢ birebir oldugundan, goriintiisiiniin boyutu da n’dir. Dolayisiyla

 orten olur ve bu nedenle bir izomorfizmadir.
O]

Hatirlayalim ki [, tizerinde uzunlugu n olan bir lineer kod, Fy "nin bir alt vektor uzayidur.
Simdi I C Fy[xy,..., x4 bir ideal, L ise F,[z1,...,z;s]/1, 'nun bir F, alt vektor uzay1 ve

Py, ..., P,, V(I,) nun tim noktalart olsun.
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4.27 Tammm Afin varyete kodlar1 C'(I, L) ve C*+(I, L) ’yi asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
C(I, L) = ¢(L),
CH(I, L) = p(L)*.

Burada (L), L altuzaymn ¢ doniisiimii altindaki goriintiisiidiir ve (L)*, F} *de ¢(L) nin

olagan i¢ ¢arpimina gore ortogonal tiimleyenidir, yani C+(I, L), C(I, L) kodunun dual
kodudur.

4.28 Tammm [, iizerinde iki adet (n, M )-kodundan biri digerinden agagidaki islemlerin bir
dizisi uygulanarak elde edilebiliyorsa bu iki kod denktir denir:
(1) Kod sozciiklerinin koordinatlarinin permiitasyonu,

(i1) Sabit bir konumdaki koordinatin sifirdan farkl bir skaler ile carpimi.

4.29 Ornek F; iizerinde
C = {000, 011,001, 002,010,020, 012, 021, 022}

kodunun sozciiklerinin 3. koordinatlarini 2 ile ¢arpip, koordinatlar1 (2,3, 1) sirasina gore

yazarsak C” ye denk olan
C" = {000, 120, 020, 010, 100, 200, 110, 220, 210}

kodunu elde ederiz.

4.30 Uyar1 Genel olarak, varyetenin V'(I,) iizerindeki noktalarin Py,..., P, farkll bir

siralamasi, farkl fakat esdeger bir lineer kod verir.

4.31 Tanmm [9, Definition 2.1] { f1, ..., f.}, L’nin [F, iizerindeki lineer bir taban1 ise

filP) fi(P2) -0 fu(P)

fr(Pl) fr(P2) e fr(Pn>
matrisi C'(I, L) igin bir iirete¢c matris ve C*(I, L) igin bir eslik-denetim matrisi olur.
4.32 Teorem [2, Theorem 1.2.8] Her lineer kod bir afin varyete kodudur.

4.33 Tamm n < g ve her 1 < ¢ < n igin o;’ler F, nun birbirinden farkli elemanlar1 olmak
lizere a = (a1, g, ..., ) vev; € Fy = F,\{0} olmak lizere v = (vy,...,v,) olsun. k <n

icin Genellestirilmis Reed—Solomon kodu C' = GRS (a, v) su sekilde tanimlanmaktadir:

Ci={(vif(a),. ., vaf(on)) : f(2) € Fyla], ve der(f(x)) <k},

29



burada k, kodun boyutudur.

4.34 Teorem [2, Theorem 1.1.6] I, iizerinde tanimli uzunlugu n olan Genellestirilmig
Reed-Solomon kodu C' = GRSj(a,v) nin dual kodu C* dyle bir v/ € (F;)" icin bir
GRS, _x(a, v") kodudur.

4.35 Ornek Tanim 4.27°de s = 1, [ =< 0 > alalim. O halde,

I,=<z'—x2> ve V({,)={peF,|p'—p=0}=F,.

2

Buradan n = ¢ olur. «, F,’nun bir ilkel eleman: yani I, = {0,1,a,a”,... , @972} olsun.

V (1,)’nin noktalarini su sekilde siralayalim:

C = {(f(R),...,f(P)) | f(x) € Fylz] ve derf(x) < k} C TFI bir uzatilmig
Reed-Solomon kodudur, burada &, kodun boyutudur. Dikkat edilirse v = (1,...,1) ve
a=(a,a? ..., a9 0) alimirsa C kodu bir GRSy (a, v)’dir.

Derecesi k’dan kiiciik olan bu f(z) polinomlarmnin olusturdugu kiimenin, F,[z]/I, da bir

tabani olarak {1, z,22, ..., 2" '} alalim, dolay1styla
L={a;+aZ+...+a7 " | ay,...,ap € F} C T[]/,
bir alt uzaydir. Buradan
(L) ={o(f) | fe L} ={(f(P).-... [(P) | f(x)€TF,la], derf(z) <k}=C

olur.

4.36 Ornek (Reed—-Solomon Kodu) [ =< x7' —1 >C F,[z] olsun. O halde

I,=1+<z9—x>=1, ¢inkiiz? — z =z - (7! — 1). Dolayisiyla
V() ={peF,|p* ' —1=0} =F,\ {0} =F; ven = [F;| = ¢ — 1 olur.

L = {1,z,2%...,2"'}, R = F,[x]/I, nun bir alt uzay1 oldugundan C(/, L) boyutu k
olan bir klasik Reed-Solomon kodudur. «, IF,’nun bir ilkel eleman: olmak tizere V'(/,) nun

noktalar1:

Dikkat edilirse v = (1,...,1) vea = (o, a?, ..., 972, 1) alimrsa C kodu bir GRS}, (a, v) dir.
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4.37 Ornek (Genellestirilmis Reed—Muller Kodu) I = < 0 > C F,[z1, 2o, ..., x4,

s>1ve0 <wv <s-(g—1)olsun. Boylece [, = I+ < z] — xy,...,27 — x5 >=<
) —xq,..., 29— xs > olur ve

V() ={p=(21,...,7) [ 2] = 21,25 = 29,.. ., 2l = 2,} =F;, n=¢".
L, total derecesi en fazla v olan polinomlarin olusturdugu F,[xq,xs, ..., x;]/I, nun bir

alt uzay1 olsun. Bu durumda C(I, L), F,-iizerinde taniml bir v-mertebeli genellestirilmis
Reed-Muller kodudur R(v,s)’dir. Dikkat edilirse bu kodlar da Ornek 4.36’te verilen
uzatilmig Reed Solomon kodlara benzerdir.

Simdi ayak izi kavramina dayanan, bir afin varyete kodunun temel parametrelerinin
belirlenmesinde kullanilan yontemi ele alalim. Asagidaki sonug, daha genel ayak izi
(footprint) sinirinin 6zel bir durumudur [10].

4.38 Sonug [11, Corollary 1] I C F,[x1, ...,z birideal ve [, = I + (] — x4, ..., 27 — x)
olsun. Herhangi bir < tek terimli siralamasi icin, [, idealinin varyetesinin eleman sayisi,

A(I,) ayak izinin eleman say1sina esittir.

Yukaridaki sonugtan ve afin varyete kodu C'(/, L)’nin tanimindan kodun uzunlugu agikc¢a
n= V()| = Ve, ()] = [A(Ly)]

seklindedir. ¢ bir izomorfizma oldugundan, C'(I, L) nin boyutu boy(L) iken C'(I, L)*’in
boyutu n — boy(L)’ye esit olur.

Genel afin varyete kodu C'(/,L)’nin minimum uzakliginin elde edilmesinde ayak izi
sinirindan yararlanilir. F', n degiskenli bir polinom ve F'+1, € L olmak iizere Jp := I,+(F)
idealini ele alalim. Kod sozciigii ¢ (F + I,) ve G, I, idealinin bir Grébner bazi olsun. Bu

durumda
wt(p(F + 1)) =n—[V(Jr)|.
Ayrica Onerme 4.15 ve Uyar1 3.35’ten
V(IR < [AWUR) < [A{Im(f) | f € GHU{Im(F)})].

esitsizlikleri saglanir. Uyar1 3.35’ten yukaridaki ikinci esitsizlikte esitligin saglanabilmesi

icin G U {F'} kiimesinin .J idealinin bir Grobner bazi olmas1 gerekir. Boylece,
wi(p(F +1;)) 2 n = [A{Im(f) | f € GYU{Im(F)})]

elde edilir.
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5. Afin Kartezyen Kodlar

Bu béliimde afin varyete kodlarin 6zel bir hali olan afin kartezyen kodlar1 ele alinmaktadir.
Bu kodlar H. Lopez, C. Renteria-Marquez ve R. Villareal tarafindan [5] calismasinda
tanitilmakta ve bagimsiz olarak O. Geil ile C. Thomsen tarafindan daha genel bir bicimde
[6] calismasinda ele alinmaktadir. Burada oOncelikle afin kartezyen kodlarin tanimi
ayrintili olarak verilmektedir. Daha sonra bu kodlarin minimum mesafesi ve boyutu
hesaplanmasinda [3] ve [5] calismalarinda verilen ve bu tezde de sunulan teoriyi iceren

teknikler aciklanmaktadir. Bu parametrelerle ilgili sonuclar detayli olarak sunulmaktadir.

Her F,-lineer kodun uygun sekilde secilmis baz1 n > 1 tam sayisi, [ ideali ve L alt uzay:

icin bir C'(1, L) afin varyete koduna esit oldugu Teorem 4.32 da verilmektedir.

Simdi Ay, ..., A,, F,//nun bos olmayan altkiimeleri olsun ve A := A; x ... x A, olarak
tanimlansin. Her i € {1, ....n}icin f; := [] (x; — ¢) ve I := (f1, ..., f) olsun. O halde
CEAi

V() = {pelF,| heri=1,.. nigin fi(p) =0}

= {p = (pb 7pn) € IFZ | her i = 17 M lgll’l H(pl - C) = O}

cEA;
= {p=(p1,...,pn) €F; | heri=1, .. niginp; =a; a; € A;}

= A x..xA,=A.
Yani V(I) = A dir. Denklem (4.3)’teki gibi
I=I+<al—a,.. .2 —xp,>=<fi,, fn, @ — 21,2l —xp, > =1

olur ¢iinkii Yardimc1 Onerme 2.20°den tiim i = 1,...,n igin A; C F, oldugundan her f;,

x] — x;’nin bir ¢arpanidir. Her d > 0 tam sayis1 igin,
Li={p+I1|p=0 veya der(p) <d}

seklinde tanimlanan F,[X|/I’nin [ -alt uzaylarini ele alalim. Burada der(p), p € F,[X]
polinomun toplam derecesidir.

5.1 Tamim [3, Definition 3.9] Her d > 0 tam sayisi i¢in afin kartezyen kod C'(d), ¢(Lg) nin
goriintiisii olarak tanimlanir.

520rnek n = ¢ = 2alalim. A, = A, = Fy segersek fi(z,y) = (x —0)-(z —1) =2 —x
ve fo(z,y) = (y —0)-(y — 1) = y*> —yolur. O halde I =< fi,fo >= I, dir.
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V(I) = A= A x Ay = F2 = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} dir. d = 1 segersek, L; =
{p+1|p=0veyader(p) <1} olur. Yani polinomlar, p(z,y) = a+bx+cy, a,b,c € Fy
seklindedir. O halde tiim polinomlar 0, 1, z,y, z +vy, x4+ 1,y + 1,z +y + 1 olarak elde edilir.
Py, Py, Ps, Py € T2 olmak iizere afin kartezyen kod

C(1) = @(L) ={e@) [P € L1}
= {(p(P1),p(P2),p(Ps),p(P4)) | p(z,y) € Fa[z,y],p =0 veya derp(z) < 1}.
Simdi bu kiimenin tiim elemanlarini acik¢a bulalim. Sirasiyla

Tablo 5.1: Polinomlar ve kod sozciikleri

p(z,y) (p(P1), .., p(P1))
0 (0,0,0,0)
1 (1,1,1,1)
x (0,0,1,1)
y (0,1,0,1)
r+y (0,1,1,0)
r+1 (1,1,0,0)
y+1 (1,0,1,0)
r+y+11] (1,0,0,1)

Sonug olarak
{(0,0,0,0),(1,1,1,1),(0,0,1,1),(0,1,0,1),(0,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)}
elde edilir.

5.3 Yardimer Onerme [3, Lemma 3.10] {fy, ..., f,}, I icin bir Grébner bazdir.

Ispat: f; = [] (z; — ¢;) ve |A;| = d; oldugundan her i = 1,...,n igin acik¢a Im(f;) = «
cEA;
dir. Buradan

i

A C{eatn |0 < oy < d;, heri=1,...,n}
ve Onerme 4.15 kullanilarak
V()| =di.d, <|A )| < dy...d,

elde edilir. Boylelikle, | A (1)| = d;...d, elde edilir. Bu durum, B := {f1, ..., f,,} kiimesinin

[ icin bir Grobner tabani oldugunu gosterir. Aksi takdirde, Buchberger algoritmasina gore
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B’ye bas terimi her ¢ = 1,...,n i¢in a:f“nin kat1 olmayan bir polinom eklemek gerekir. Bu

ise | A (I)| < dy...d,, sonucunu dogurur ki bu da bir ¢eligkidir.
O

5.4 Yardimar Onerme [3, Lemma 3.15] 0 < d; < ... < d, ve s < >_(d; — 1) tam sayilar
i=1

olsun.
n

mlag, ..., o) = H(dz — )

=1
olsun, oyle ki her: = 1, ..., nicin 0 < o; < d; bir tam sayidir. O halde,

n

min{m(aq,...,an) | a1+ ... + @, < s} = (g1 — 1) H d;
i=k+2

olur, oyle ki k ve [
k

s=Y (di—1)+1, 0<l<dpy—1
esitligiyle tek tiirlii olarak tanimlanmaktadir. Burada, eger k+1 =nise [[ d; = 1 oldugu

i=k+2
anlasilir ve eger s < d; — 1 ise o zaman k£ = 0 ve [ = s olarak belirlenmektedir.

Ispat: Bir « = (o, ..., a,)’de m(a)’ mn minimum oldugunu varsayalim. Bu yardimci

onerme, oyle bir £ > 1 vardir ki
a=(d—1,...,d,—1,01,0,..,0), (0<1<dpy—1)

oldugunu iddia ediyor. Diyelim ki s = > «a; ve baz1i; € {1,...,k} igin oy, < d;; — 1
i=1

oldugunu varsayalim. Asagida verilen (i) ve (i1) durumlar1 olusur:

(i) a, > 0ve oy, + vy, < d;; — 1 olacak sekilde bir i € {k+1,...,n} oldugunu varsayalim.

Bu durumda, «; yerine o, + o, ve oy, yerine 0 yazilirsa,

’

o = (ala ey Oy + Qg y ey A, "'7051'2717070@'2%*1)

olur. Boylece,

=1
= (dll - ail) (dlz - aiz) H(dl - ai) - (d'Ll - (Oéil + aiz)) (dlz 0) H(dl - al)
Zh iz
(e iFi
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Kolaylik olmasi i¢in

n
H (d; — )
z;zl

1#£io

olsun.

’

m(a)—m(a) = [(di, - diy — d;, - vy — vy ~diy + 0, - 0y) — ((dyy - diy — iy - diyy — iy -diy )] - A
= (v, -y —djy -y + iy - dyy) - A
= (ay, -y + ayy - (diyy — dyy)) - A > 0.
Yani, m(a) > m(a’) elde edilir. Ancak m (o) y1 minimum kabul ettigimiz icin
m(a) = m(a) olur, boylelikle o yerine o aliabilir.
(ii) oz, > 0 ve oy, + v, > d;; — 1 olacak sekilde bir iy € {k+1,...,n} oldugunu varsayalim.
a’da «; yerine d;; — 1 ve oy, yerine o, — (d;; — 1 — ;) yazilirsa,

"

a = (g, diy — 1oy oy — (diy — 1 — ), oo, i)
olur. Bu durumda,

m(o) —m(a’) = [(di, — ) (diy — i) = (diy — (diy = 1)) - (diy — (0, = (diy =1 — i, ))]- A
=[di, - diy — diy - iy — gy diy + iy iy — diy + 0y, —diy + 14| A
=(dy—1—ay) (di,—1—0ay,)-A>0

Yani m(a) > m(a’") olur. Dolayisiyla o = o alinabilir.

Sonug olarak (i) ve (ii)’den m(«) minimum ise @« = (aq,...,a,)’de a; = d; — 1 her

i € {1, ..., k} olarak alinabilir. Benzer sekilde, a1 = [ varsayilabilecegi de gosterilebilir.
[

5.5 Teorem [3, Lemma 3.16] 0 < d < > (d; — 1) olsun. Bu durumda C'(d)’nin minimum
i=1

mesafesi (dy41 — () [] d; seklindedir. Burada & ve [,
i=k+2

k
d=> (di—1)+1 ile 0<1<dpy—1
i=1

esitligiyle tek tiirlii olarak tanimlanmaktadir. Eger k+1 = nise [[ d; = 1 oldugu anlagilir
i=k+2
ved < d; — 1lise k = 0 ve [ = d olarak belirlenmektedir.
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Ispat: F, n degiskenli bir polinom ve F'+1 € L, olsunve Jp := (F, f1, ..., f,,) tanimlansin.
Tanim geregi,

o(F+1)eC(d) ={(F(P),..,F(P,)) | b€ V(I), i =1,..,m igin} kod sozciigiiniin
sifir olan koordinatlarinin sayisi |V (Jp)|’dir ¢iinkii, herhangi bir ¢ i¢in P, € V(Jp) ise
F(P;) = 0’dir. Dolayisiyla

|V (Jr)| < (@(F + I)’ nin sifirlarmnin sayist) olur .

Benzer sekilde herhangi bir 7 igin F'(P;) = 0 olsun. Heri = 1,...,n i¢cin P, € V() ise
fi(P;) = 0olurve P, € V(Jp) ise p(F + I)’ nin stfirlarmin sayist < |V (Jg)| olur. Simdi de

©(F + I)’nin agirhgini (yani sifir olmayan yerlerin sayisini ) bulalim.
wt(p(F +1)) = V(D) = [V(Jp)l = [ [di = V(Ir)l.
i=1

Onerme 4.15°dan |V (Jp)| < A(Jr)dir. F’nin bag terimi M := z{'...22" olmak iizere
Uyan 3.35’dan

A(Jr) € A(Im(F), Im(fr), .., Im(fn))-
Tanim 3.29°dan

A(JF) A(M, . i)

rrn

{MeM| M,< M, x‘fl, ...,xz% > deki herhangi bir polinomun bas terimi degil}
{M e M| M, Mile xf" lere boliinmiiyor demek}.

-
-

Dolaysiyla | A (Jp)| < [Ti-, di — T[], (d; — ;) olur. Yardimc1 Onerme 5.4 kullamlarak

wie(F + 1) = [d - Wl = [Ld (4~ T[@ a0
= H(dz — ;) > (dpy1 — 1) H d;
=1 i—ht2

elde edilir. Simdi de aslinda bu alt sinirin, C'(d) kodunun en kiiciik agirligi oldugunu
gosterelim. Oncelikle B; := {b;,,...,b;,. },i =1,..,.n ve

k d;—1 l

Gy, ooy wn) = ([T T[] (i = bis)) - [ [(@rsr — brsry)

i=1 j=1 j=1
k
olsun. O halde, der(G) = [[(d; — 1) +1 = d olur. Dolayisiyla, G + I € L, dir ve

o(G+1) € C(d) = p(La) Z():hllr. Simdi de (G + I) = (G(FP),...,G(P,,)) olmak iizere
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wt(G + I)’y1 (yani (G + I)’nin sifir olmayan koordinatlarinin sayisini) bulalim.
P =(ay,...,ak, Qgy1, .., ay) € V(I) = Ay X ... X A X Apyq X ... X Ay, 0yle ki G(P) #0

olsun. O halde
kE di—1 I

G(P) = H H a; — H Ap41 — bk+1g
=1 j=1 j=1

Bu durumda a1 € Agir, app1 # bepy o7 = 1,1 ise li[(akﬂ — bgt1;) # 0 olur.
Bu sekildeki noktalarin sayisi |Ak+1| — 1 = dgy — 1 tanedir.j :\lfani a1’ dyq — [ farkll
sekilde segilebilir. Simdi de H H (a; — b;j)’nin sifir olmadig1 noktalar: bulalim, yani
i =1,...,kvej =1,...d; 1111(;1]n a; # by dir. Budurumda j = d;,;¢ = k+1,...,n
icin a; # b;; olur. Yani a; = by € A;,i = k + 2,...,n yazlabilir. Bunlar, ﬁ d;

1=k+2
n

tanedir. Dolayisiyla (dgy1 — 1) - ][] d; nokta igin ¢(G + I) sifirdan farklidir. Yani,

1=k+2
n

wt(p(G+1)) = (dps1 —1)- ][ d;dir. Sonug olarak C'(d)’nin minimum mesafesi Teorem

i=k+2
n

2.33’den (dg+1 — 1) - [] d; olarak elde edilir.

i=k+2

]

Teorem 5.5’in ispati ile [5, Theorem 3.8]’de sunulan orijinal ispatla karsilastirdigimizda,
ayak izi tekniginin ispatta onemli bir basitlestirme sagladig1 goriilmektedir. Bu teknik daha
once [7]’de genellestirilmis Reed-Muller kodlarinin ve [8]’de afin kartezyen kodlarin yiiksek
Hamming agirliklarini incelemek i¢in kullanilmaktadir.

Simdi de A = A; X ... X A, oldugunu hatirlayalim. Afin kartezyen kod C'(d) nin boyutu
boy(C(d)) ile ilgili sonuglart sunalim.

5.6 Yardimc1 Onerme [3, Lemma 3.11] A’nin ideali I(A) = [dur.

Hatirlayalim ki ¢ bir izomorfizma oldugundan ve C'(d) = ¢(Lg) esitliginden dolay1
boy(C'(d)) = boy(La)
elde edilir. Oncelikle
A(l)<a :={ M € A(I) [ der(M) < d }
olsun.
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5.7 Onerme [3, Proposition 3.12] {M + I | M € A(I)<4} kiimesi, L, igin bir tabandur.

5.8 Yardima1 Onerme [3, Lemma 3.13] C(d)’nin boyutu boy(C(d)) = | A (I)<q
Ozellikle, tim d > Y (d; — 1) igin boy(C(d)) = dy - - - d,, ve d(C(d)) = 1 dir.
i=1

"dir.

Ispat: Yardimc1 Onerme 5.3 ve Onerme 5.7 kullanilarak ispatlanabilir (bkz. [3]).

n

5.9 Teorem [3, Lemma 3.14] 0 < d < > (d; — 1) i¢in C'(d)’nin boyutu asagidaki sekildedir:

i=1

soutican = (") -3 (ML)

1=

—1) / e (=1)"
S ( d—dpy — . —dy )+ * )< d—di— ... d, )

1<i1<...<ij<n

burada b < 0 ise (‘Z) = (0 kabul edilir.

ispat: [3]
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