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OZET

H ALPHA LOKAL FONKSIYON VE IDEAL TOPOLOJIK UZAYLARDA
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(TEZ DANISMANI: PROF. DR. AHU ACIKGOZ)
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Calistigimiz  lisansiisti yazimda Fadhil Abbasi’nin tanimladigi h-agik  kiimeler
nosyonundan yararlanarak ha-lokal fonksiyon kavrami sunulmus ve sistematik bir sekilde
detayli incelenmistir. ha-agik kiimeler ile topolojik yapi1 olusturup olusturulmayacagi
sorususunu cevabi arastirtlmistir. Burada bes boliimden olusan bir ¢aligma hazirlanmastir.
Birinci bdliimde, tezimizin giris kismi bulunmaktadir.Giris kisimda,tezde yer alan
nosyonlarm kisa bicimde tarihsel bulgular1 agiklanmistir. ikinci kisimda,iizerinde
calistigimiz konuda yer alan ideal topolojik uzaylar ile ilgili 6ncelikli bilgiler sunulmustur.
Uciincii kisimda, tarafimizdan tanimlanan ho-agik kiime nosyonu tanmitilmis, h-agik kiime
ile ho-acik kiime karsilastinllip Orneklerle gosterilmistir. Ayrica ha-agik kiimelerin
topolojik yap1 olusturabilecegi kanitlanmistir. Dordiincii kisimda, ha-komsuluk ve ha-agik
komsuluk kavramlar1 verilmis ve ha-lokal fonksiyonksiyonun 6zellikleri ayrintili incelenip
ihtiyac¢ duyulan 6rnekler bulunmustur. Ayni zamanda bu kisimda Cl*hg iglemi tanitilmis ve
gereken teoremleri ornekleriyle birlikte sunulmustur. Besinci kisimda, (g-ha-kapali kiime ve
Cs*g-ha-kapali kiime kavramlar1 tarafimizca verilmis olup Cs*g-kapali kiimesiyle
karsilastirip gereken ters drnekler verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Cl*i islemiho-agik kiime, ha-lokal fonksiyon, Ideal
topolojik Uzaylar, (g-ho-kapali kiime, Cs*¢ -ha-kapali kiime, lokal fonksiyon
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ABSTRACT
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In this academic work, the concept of the ha-local function is introduced and thoroughly
analyzed through the framework of h-open sets, initially defined by Fadhil Abbasi. The
study explores whether a topological structure can be constructed based on ha-open sets.
The thesis is organized into five main chapters.

The first chapter serves as an introduction and provides a concise overview of the historical
development of the core concepts discussed throughout the thesis.

The second chapter outlines the fundamental definitions and properties related to ideal
topological spaces, which form the groundwork of the subject matter under investigation.
In the third chapter, the concept of the ha-open set—proposed in this study—is introduced.
A comparative analysis is conducted between h-open sets and ha-open sets, and illustrative
examples are provided. It is also demonstrated that ha-open sets are capable of generating
a topological structure.

The fourth chapter discusses the notions of ha-neighborhood and ha-open neighborhood,
offering a detailed examination of the ha-local function and supporting the discussion with
examples. This chapter also introduces the Cl*n. operator, along with relevant theorems
and illustrative cases.

Finally, the fifth chapter presents and investigates the concepts of {g-ha-closed sets and
Cs*e-ha-closed sets, establishing a comparison with {s+g-closed sets, and providing
appropriate counterexamples to clarify the distinctions.

KEYWORDS: Cl*ha operation, ha-open set, ha-local function,ideal topological
spaces ,{g-ho-closed set, {s*g-ha-closed set
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1. GIRIS

Topolojik yapi, geometri baglaminda bir kiimenin iizerine konabilecek en basit yap1 olarak
goriilebilir. Tarihte topolojinin ilk adimini Leonard Euler atmistir.Prusyada yer alan
Konisberg’de bulunan kopriiden bir kez gececek sekilde bir rota olusur mu sorusuna cevap
bularak matematigin i¢inde geometriden farklilasan bir alanin ortaya c¢ikacaginin ilk
adimlar1 atilmistir. Yine Euler meshur cokyiizlii formiili ile topolojinin temellerini
atmigtir. Ama matematik literatiiriinde topoloji terimi 1874’de Gauss’un 6grencisi Alman
J.B. Listing tarafindan ortaya konulmustur. Ve topoloji giinliik hayatimizda bir¢ok seyin
icinde yer almistir. Bizleri sifreleyen DNA’mizda, parmak izlerimizde, avug¢ ig¢imizde
topolojik izlere rastlanmaktadir. Topoloji bilgisayarlarin birbirine baglanmasinda, cografi
verilerin konumsal analizleri, mimari tasarim, dijital tip ve yapay zeka dil caligmalari,
miithendislik alan1 gibi bir¢ok alanda topolojiden yararlanilmaktadir. Topolojik uzaylarda
ideallerden yararlanarak lokal fonksiyon nosyonu ilk kez Kuratowski tarafindan 1933
senesinde ortaya konulmustur,saglamis oldugu parametreler detayli sekilde incelendi.
1960 senesinde ise Vaidyanathaswamy tarafinca yapilan calismalarda lokal fonksiyon

nosyonundan yararlanilarak ideal topolojik uzay nosyonu tanimlandi.

Jankovic ve Hamlett bilim insanlar1 1990 senesinde lokal fonksiyon nosyonundan
yararlanarak kapanis islemine dair yeni bir yaklasim ortaya koymus; bu islem araciligiyla
elde edilen kapali kiimelerden hareketle 0Ozgiin bir topoloji insa edilebilecegini
gostermislerdir. Calismalarii ideal topolojik uzaylar c¢ercevesinde ilerleterek, bu yapiya
uygun yeni parametreler tanimlamis ve ( -agik kiime kavramini Onererek ideal yapilarin

uyum saglayacagi topolojileri incelemislerdir.

1999 yilinda Dontchev ve calisma arkadaslari, (g-kapali kiime kavramini literatiire
kazandirirken; Khan ve Hamza isimli arastirmacilar ise {s*g-kapali kiimeler iizerine yeni bir
tanimlama yapmislardir. Boylelikle ideal topolojik uzaylar, cesitli topolojik fikirlerin
aktarildig1 6nemli bir arastirma sahasina doniismiistiir.

Bu calismada, ho-komsuluk ve ha-acik komsuluk kavramlari tanimlanarak aralarindaki
iliskiler orneklerle detaylandirilmistir. ha-agik kiimelere dair tanim ve Orneklere yer
verilmig, bu kiimeler ile ha-agik kiimelerin karsilastirilmast yapilmistir. ha-acik kiimeler
ile iliskili olarak ho-lokal fonksiyon kavrami tanimlanmis ve bu fonksiyonun temel

ozellikleri ayrintili sekilde sunulmustur. ha-lokal fonksiyonun sagladig: niteliklere iliskin



ornekler verilmis, ideal topolojik uzaylar baglaminda bu fonksiyonun o&zellikleri
teoremlerle desteklenerek ispatlanmistir. Ayrica Cl*hoa islemi aciklanmis, Orneklerle
desteklenerek 6zellikleri analiz edilmistir. ha-lokal fonksiyon ile iligkili idealler arasindaki
baglantilar ele alinarak karsilagtirmalar yapilmistir. " topolojisi tamitilmis ve ayrintili
bicimde degerlendirilmistir. Son olarak, ideal topolojik uzaylar baglaminda (g-ha-kapali ve
{s*e-ha-kapali kiimelerin tanimlar1 verilmis, (s+g-kapali kiimelerle kiyaslamalar1 yapilarak

karsit orneklerle desteklenmistir.



2. TOPOLOJi BAGLAMINDA IDEAL YAKLASIMLARIN YERI
2.1 Baz1 Yapisal Temellere Dayah Topolojik Uzaylar

1933 yilinda, Kuratowski’'nin katkisiyla kiimenin lokal (yerel) fonksiyonlar ve
fonksiyonlarin kazandigi nitelikler ortaya konmus; bu baglamda ilgili konular {izerine
yapilan g¢alismalar derinlestirilmistir. topolojik alanlarda gerceklestirilen bu caligmalar,

zamanla 6nemli bir arastirma konusu halini almistir.[5]

2.1.1 Tanim

En az bir eleman igeren bir W kiimesi ele alalim. P(W), W’ nin gii¢ kiimesini ifade etsin.

"En az bir eleman igeren bir { ailesi;

1) Biitiin h U r ,#~€ I kiimesi i¢in & U r € { (Sonlu toplamsallik)
2) Biitiin £€ { kiimesi ve ¥ = % kiimesi i¢in r€ ( (Kalitimsallik)

parametrilerini saglamalidir, baglamda C ailesine, W kiimesi iizerinde bir ideal denir.

(W, t, {) ifadesiyle ideal topolojik gosterilmis olur" .[4]

2.2 Lokal Fonksiyonlarin Olusturdugu Kiiresel Temel
2.2.1 Tanim
Bir (W, ©) topolojik uzay1 ve Lc W alt kiimesi verilsin. "C ailesi W kiimesinde bir ideal

olsun. Bu durumda;

L(, ©)={V zeW: V B€ 9(z), (B N L)& C }kiimesi, L kiimesinin  idealiyle baglantili lokal

n

fonksiyonu olarak tanimlanir. Ayrica L*({,;c) ifadesi yerine L* sembolii kullanilir

[41,[10]

2.2.2 Tanim

Bir (W,t, ) tgliisii ideal topolojik uzayi,LCW alt kiimesi olarak alinsin.Burada { ,W
kiimesi lizerinde taniml1 bir ideal kiime ailesidir.

Bu durumda L kiimesine bagli olarak tanimlanan;

L* ({, v)= {Vz€ W:V B€ HaO(W, z), (BNL) &}

kiimesi, L’nin { idealine bagh ha lokal fonksiyonu olarak adlandirilir.Bu tanimda da

L*(C,7) ifadesi yerine kisaca L* sembolii kullanilir. [3], [7]



2.3 Kuratowski Kapamisinin Teorik Incelemesi

2.3.1 Tanim

P(W), W kiimesine ait kuvvet (giic) kiimesi olmak iizere,d:P(W) —P(W) doniisiimii
asagidaki kosullar1 saglamalidir:

1. d(©D)=J

2.LeP(W) = Hcd(L) [4]

3. d(Luy) =d(L)wd(y)

4.d(d(L)) = d(L)

Bu sartlar altinda, (L)° = Lud(L) bigiminde tanimlanabilinir. Boylece ( )¢ = P(W) — P(W)

dontistimi, P(W) kiimesinde Kuratowski Kapanis operatorii olarak adlandirilir. [5]

2.3.2 Tanim

Bir (W,o) ikilisi topolojik uzay1 olusturur ve W kiimesi i¢in tanimli bir  ideal olsun. TcW
i¢in,CI*(T) =TUT* bigiminde tanimlanir.Bu tanim,CI*:P(W)—P(W) doniisimi 2.3.1
naumarali tanimda belirtilen kosullar1 saglamasi durumunda, bu fonksiyon Kuratowski
Kapanisi denir [4]

Bu baglamda,

1.C1* (@)=-au* = bulunur

2. CI*(T)=TUT* esit oldugundan, Tc C1*(T) olarak sonuglanir.

3. CI* (TUL)=(TUE)U(TULE)*

=(TuC) U (T*u C*)

=(TuT*)u (CuC*)

= CI*(T) L CI*(€) elde edilir.

4.CI* (CI* (T)) = CI*(TUT*)

=(TuT*)uU (Tu T*)*

=(TuT*)U(T*U(T*)*)

c(TuT*)U(T*OUT*

C(TUT*)U(T*)

c(TuT*)cCI*(T) (1) bulunur.

Diger yandan, CI* (T) =T U T* olarak bulundugundan;

CI* (CI* (T)) = CI*( T) U (CI* (T)* ) olur,sonucunda da birlesim islemi tanimindan



CI*(T) < CI* (CI1*(T)) (2) bulunur.

(1) ve (2) den CI* (CI1* (T)) = CI* (T) sonucun (1),(2) den CI* (CI* (T)) = CI* (T) elde
edilir.

2.4 Ideal Topololojik Yapilarda Uzerinde T* Topolojisi

2.4.1 Tanim

(W,o) topolojik uzay ve W kiimesi i¢in taniml1 bir £ ideali g6z 6niine alindiginda,

* (N)={RcW :CI*=( W -R) =(W -R)} bi¢gimde tanimlanan c*(N) ailesi, W kiimesi iizerinde

taniml1 bir topoloji olusturur. Bu topoloji c topolojisine gore daha incedir.[4]

2.5 Baz Acik Kiimelerin incelenmesi
Topolojinin temel taslarindan biri olan agik kiime kavrami daha 6nce kapsamli bigimde
tanimlanmis olsa da, Bu bolimde oOzellikle ©6nemli bazi acgik kiime tiirlerine

odaklanilacaktir.

2.5.1 Tanim
Bir (W,ct) topolojik uzayinda ocW olacak sekilde bir kiime alalim.Eger o =Int(cl(®))
esitligi saglantyorsa, @ kiimesin regiiler acik kiime olarak tanimlanir.Bu tiir kiimelerin

birlesimlerinden olusan ailesine RO(W) ile ifade edilir.[9]

2.5.2 Tamim
(W,T) bir topolojik uzay olmak iizere, ® SW seklinde bir kiime ele alalim. Eger o <
cl(Int(w)) kosulunu sagliyorsa, bu durumda » kiimesi yar1 agik (semi-acik) kiime olarak

adlandirilir. Tim yar1 agik kiimelerin bir araya gelmesiyle elde edilen kiime ailesi ise

SO(W) bigiminde gosterilir.(8]

2.5.3 Tanim
(W, ©) bicimindeki bir topolojik uzayda, ® S W olan bir kiime ele alindiginda; o kiimesini
kapsayan tiim yar1 acik kiimelerin birlesimi H kiimesinin semi i¢i olarak adlandirilir ve bu

ifade sInt(w) seklinde gosterilir.

2.5.4 Tanim
(W, ©) bir topolojik uzay ve ® S W olacak sekilde bir alt kiime goz oniine alindiginda; bos

kiime ile evrensel kiime W’den farkli olan herhangi bir agik kiime R igin, eger ®SInt(w



UR) kosulu saglaniyorsa, H kiimesine h-a¢ik kiimedir. h-agik bir kiimenin tiimleyeni ise h-
kapal1 kiime olarak adlandirilir. (W, c©) uzayindaki tiim h-ag¢ik kiimelerin olusturdugu aile

¢t ile sembolize edilir. Ayrica bu aile, hO(W) bigiminde de gosterilebilir.[1]

2.5.5 Tamim

(W, ©) bir topolojik uzay ve ® & W olacak sekilde bir alt kiime alindiginda; W evrensel
kiimesi i¢erisinde, o kiimesini kapsayan tiim h-kapali kiimelerin kesisimi alinarak elde
edilen kiime, ®’nin h-kapanisi olarak tanimlanir ve bu kiime Cln( ®) semboliiyle gosterilir.



3. ha-LOKAL FONKSIYONLAR

3.1 Ho-ACIK KUMELER

3.1.1 Tanim

Bir (W, ©) topolojik uzayinda ocW kiimesini alalim. Bos kiime ve W evrensel kiimeden

farkli olarak bir R agik kiimesi olsun;

Eger ki ® calnt(ou R) oluyorsa o kiimesine ha-acik kiime denir. Bununla birlikte Ho-
acik kiimesinin tiimleyenine de ha-kapali kiime olarak tanimlanir.(W,c) topolojik

uzayindaki ha-acik kiimelerin ailesi de haO(W) olarak ifade edilir.

3.1.2 Uyan
Her h-agik kiime ha-agik kiime olur. Fakat ha-agik kiimeler h-agik kiime olmayabilir.

3.1.3 Ornek

W ={h,l,r,z } evrensel kiimesi ve ¢ ={J,W,{z},{h, r},{h, 1, z} } topolojisi ele alinsin. 2.5.4
tanimu geredi ¢ "={@,W,{z},{h,r},{h,r,z} }olarak bulunur. 3.1.1Tanimdan dolayr HO(W) =
(O W {z},{h,r},{1,z},{h,Lr},{h,r,z} } olurken 3.1.1Tanim geregi haO(W)= {B,W, {1}, {z},

(hyr}, {Lz},{hLr},{h,r,z}} oldugunu kolaylikla bulabiliriz.

Buradan {1},{1,z},{h,L,r} kiimeleri ha-acik kiime olurlar ancak h-a¢ik kiime olamazlar.

3.1.4 Ornek

W={h,r,z} evrensel kiimesi olup ve c ={,W,{z},{h,r},{h,r,z}} topolojisi ile (W,c)
topolojik uzayimi alalim. I={J,{r} } ideali olarak kabul edilsin. 2.5.2 Tanimina gére HO(W)
={,W,{z},{h,r},{1,z},{h,1r},{h,r,z}} olarak bulunurken 3.1.1 Tanimdan haO(W)={J,W,
{1},{z},{h,r},{1,z},{h,Lr},{h,r,z}} elde edilir. Boylece {l}e haO(W) fakat {I}¢ HO(W)

olur.



3.2 ha-Acik Kiimeler ile Topolojik Yap1 Olusturma
ha-acik kiime tanimi geregince her agik kiime ha-acik kiimedir. Ayrica ha-agik kiimelerin
rastgele secilmis olan birlesimi ha-agik kiime olur.Bu béliimde ha-agik kiimeler yardimiyla

bir topolojik yap1 olusturulabilecegi gosterilecektir.

3.2.1 Teorem

Bir (W,c) topolojik uzay1 ve c" ailesi, W kiimesi i¢in topolojik yap1 olusturur.

ispat :

1) ha-agik kiime taniminca &, W e ¢! oldugu bellidir.

2) Herhangi o, ycW iken o M ye ¢! dir.[1]

3) (W, ©) topolojik uzay1 ve {Ai cW : Aie cha,Vi € {i¢in}.
Buradanda kolayca,

Bicuie (Bi

= Bi U Rcuie {BiUR

= Int(Bi U R)c Int(Lie { Bi U R)

= Bi < Int(Bi U R)c Int(uie { Bi U R) ( 2.5.4 Tanimindan)
= vie { Bic uvie { Int(uie ¢ Bi U R) = uie { Bic Int(uie { Bi U R) olunca,uie
Bie ¢ olarak bulunur.

Bunun sonucunda ha-agik kiimelerin ailesi ile topolojik yap1 olusabilir.



4. LOKAL FONKSiYONLAR ha TURU

4.1 ha Tiiriiniin Lokalite Yapisi
4.1.1 Tanim
Bir topolojik uzay (W, c ) ve meW noktas ele alindiginda, m noktasini kapsayan her ho-

acik kiimenin olusturdugu kiimeye m noktasinin ha-acik komsulugu olarak adlandirilir.

Baska bir ifadeyle, G kiimesi m noktasinin ha-acik komsulugudur < meW ve Ge ¢ >

meG dir.

4.1.2 Tanim
(W,o) topolojik uzay ve meW nokta olsun. Eger R&W ha-acik alt kiimesini i¢eren bir
ocW kiimesi varsa, H alt kiimesi m noktasinin ho-komsulugu olarak sdylenir. Soyle ki,

o kiimesi m noktasina ait ha-komsuluktur < 3 Re,t™" 3 meR c o olur.

4.1.3 Uyan

(W,o) topolojik uzayi i¢cinde tanimli tiim ha-agik komsuluklar, ha-komsuluk olur.

4.1.4 Uyan

3.2.3 Uyarisinin tersi biitiin kosulda saglanmayabilinir.

4.1.5 Ornek
Evrensel kiime W={s,n,f} ve ¢ ={J,W,{s},{s,n}} topolojisi altinda (W,t) topolojik uzayimni
irdeleyelim.2.5.4 Tanimina gére , c"=haO(W)={@B,W,{s},{n},{s,n},{n,f}} olarak bulunur.

W evrensel kiimesinin igerdigi s noktasinin ha-agik komsuluklar:: W, {s},{s,n} dir.

W evrensel kiimesinin igerdigi s noktasinin h-komsuluklari: W, {s},{s,n},{s,f} bulunur.



4.2 Kiimeye ha-Lokal Fonksiyonel Yapilar

4.2.1 Tanim

(W,c,I) ideal topolojik uzayiyla birlikte oW verilsin. £ ideali ve c topolojisine bagl
olarak

ohoe* (G, ©)={zeW : (@ NR)¢ {, her RehaO(W,z)}

biciminde tanimladigimiz Hnoe* ({,c) kiimesi H kiimesinin ha-lokal fonksiyonu denir ve

ohe®(C, ©) 1fadesi yerine o ha * olarakta ifade edilir.

4.2.2 Ornek

V ={t,e,R} evrensel kiimesi ,1={J,V,{t},{t,e}} topolojisi ile (V,7) topolojik uzay1 olsun.
={J,{R}} idealini ve L={t,e} alt kiimesi olsun.

Buradan c"={@,V,{t},{t.e},{e},{e,R}} olarak bulunur ve c™={Q,V,{e,R},{R}} olur.3.2.1
Tanim1 sonucunda

L ha *={t,e,R}=V olarak bulunur.

4.3 ha-Lokal Fonksiyonuna Ait Teoremler

4.3.1 Teorem

Bir (W.c, {) 1deal topolojik uzay1 igerisinden ®, y = W kiimelerini alalim.
l. ® ¢y = ohe*C Yha™

2. (0UY)ha* = ©Oha™U Yha*

3. (@NY)he*C Oha® M Yho *

4. (0no™)ha * < Oho™

5. ®ha®= Cl*ha(0he™ )Cl*ho(®) ve one® ha-kapali olur.

Ispat:
1) Varsayalim ki z¢yno™ olsun. Bu durumda, z i¢in en az bir RehaO(W,z) vardir ve dyleki
(RMy) el bulunur. @y oldugundan dolay1, (Rmw) el bulunur. Bu nedenle z¢ Hno* bulunur.

Boylece wha * < yha * sonucuna varilir

2)3.2.1 Tanim geregi;
oha* (S, ©)={qeW : (@#nM)¢S, her MehaO(W,q) i¢in
Yha*(S, ©)={qeW : (ynM)gS, her MehaO(W,q) i¢in}

olup birlesim islemi kullanilarak,
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(oUy)ha * (S, ©)={yeW: (HnM)¢S veya (y"M)«S, her MehaO(W,q) icin}
={qeW : (H~M)u (ynM)¢S, her MehaO(W,q) i¢in}

= ®ha *U yha * elde edilir.

3)(wny)co oldugundan,l) geregi (oNy)h*c® ne* bulunur.Ayrica (o ny)cy oldugundan

(@NY)he®* Y he * sonucuna ulasiriz.

Kesisim islemi uygulandiginda, (® Ny) ha *C © ha * M yha * dir.

4.3.2 Ornek
W={h,L1,z} ve ¢ ={J,W,{h},{h,1},{h,1,z}} ile (W, c) topolojik uzay1 olsun. {={J,{z}} ideali

olsun 2.5.4 Tanim geregince ha-agik kiimelerin ailesini

< =(a,W, {h}, {1}, {h,1}, {1z}, {L,r,z}, {h,],z} }olarak bulunur. ®={h,1}cW ve y={r}cW alt
kiimeleri i¢in 3.2.1 Tanim1 geregi;

(oNy)=J ve (@NY) ha * = ohe™* = dir.

oho* ={h,1,r} ve yno * ={r} oldugundan ®ne* M yhe* ={r} bulunur. Sonug olarak

(® MY) he* =F < ©he* M Yhe * ={1} elde edilir.

4)( ®ho™ Ina* ={ze W: (0ha *NR)¢ 7, her RehaO(W,z) i¢in}
(0ha™) ha® ={zeW : ©ha * ¢ ve R¢ T, her RehaO(W,z) i¢in
7 c{zeW: Rel, her RehaO(W,z) i¢in}
(0 ho™) ha™* =
N c{zeW: one *¢{, her RehaO(W,z) i¢in}
c{zeW: (onR)¢ {, her RehaO(W,z) i¢in}= ®na *

=( ®ha™® Jha*c @ha * dir.

4.3.3 Ornek
W={h,l,r,z} ve 1={J,Y,{h},{h,1},{h,,z}} topolojisine bagh (W, ) topolojik uzay1 olsun.
(={@,{h}} ideali alindig1 zaman 2.5.4 Tamim geregince ha-acik kiimelerin ailesini c"={{,

W,{h},{l},{h,1},{1,z},{Lr,z},{h,1,z} } olarak bulunur. $={h,1}cW olarak ele alindiginda;
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3.2.1 Tanimdan, Snoe* =W evrensel kiimesi olarak hesaplanir. Sonug olarak (Sho™)na®={l,1,z}
ve Bu cikarima gore (S he®) ne*c She® sonucuna ulasilir. Ancak verdigimiz Srnektende

goriildigii tizere S ha *Z (Sha * ) ha * olmadig1 agik sekilde goriiliir.

5) 2.5.5 Tanimdan dolay1 ®he *CClho(®he * ) olur. Bir ze Clha(mna * ) noktasi ele alalim.
Buradan da, her RehaO(W,z) i¢in (ohe*NR)£D olarak bulunur. ze( wne*N R) alalim.

Boylece her RehaO(W,z) i¢in ze one™* ve zeR olur. (emR)¢I ve Buradan ze on* dir.

Sonug olarak Clha(®he*) < ohe * oldugundan dolay1 Clhe(®he™) = ®he * sonucuna varilir ve
ohe®  ho-kapali oldugu kesinlesir. Varsayalimki z¢ Cl*ha(®) olsun. Buradan, Rno=Jel

oldugundan z¢ wh«* sonucuna ulasilir. Sonucundada ®he*Clho(®) elde edilir.

4.3.4 Uyari

(W, ¢, {) ideal topolojik uzaymna ait oW alt kiimesi verilsin.

1) (={J} oldugu takdirde, ®he* =Clna (®) esitligi saglanir.

2) Sayet wel oluyorsa @ha * = J ve {J}ha * = olur.

3) oc o™ yada one*c © olmasini gerektirmez.

4) Sayet SaO(W)=haO(W) ise ®ha * ({,haO(W)) = ©na *s (£, ©) bulunur
5) Sayet haO(z,W)=t1(W) ise ohe® ({;haO(W)) = o*(C, ©) dir.

4.3.5 Ornek

(W,c) topolojik uzayr ve W={h,l,r,z} evrensel kiimesi olmak iizere c={J,W,{h},{h,l,z}}
topolojisi ve (={,{r},{h,r}} ideali alinsin. Ayrica 2.5.4 Tanimdan,
={@Y,{h},{1,z},{L,r,z},{h,1,z} } bulunur.

o ={h,1} ve S={h,r} iken 3.2.1 Tanim geregi ® ha * =W , Sha * =J bulgusuna ulasilir.

4.3.6 Lemma
(W,c, ) ideal topolojik uzay1 alsin.Bunun sonucunda asagida verilen parametriler gegerli

olur;

1) RO(W) < haO(W)= chacShaO(W),

*
2) ©"S he C Ohe*C 0*
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Ispat:

1) Her regiiler acik kiime olan agik kiime olur.Bununla birlikte her agik kiime ha-agik
kiime oldugu kolayca goriiniir.

2) ze ® *he noktasmi baz alalim. Buradan 4.2.3 Tanimdan dolay1 her ReShaO(W) icin
(0NR)¢I olur. Buradan her R ehaO(W) kiimesi i¢in (wnR)¢ { sonucuna ulasilir. Oyleyse
Z€®he® , ©*5he C ho*dir. Ze wh* noktasi alindiginda her R ha-agik kiimesi i¢in (oNR)&(
bulunur. Her acik kiime ha-ac¢ik kiime oldugundan dolay1 her R acik kiimesi i¢in (onR)e(
olur (2.2.1 Tanim). Bundan dolay1 ze ®* sonucuna ulasiriz. Sonu¢ olarak on*c o*

bulunmus olunur.

4.4 Cl*yq Islem
4.4.1 Tamim
(W,z, €) ideal topolojik uzay1 ve ®«=W olsun. Buradan Cl*ha(®) kiimesi i¢in, Cl1*ha (®)= o

®he™* olur.

4.4.2 Teorem

(W,c, ) ideal topolojik uzayi ele alinsin. Herhangi o, yc W kiimeleri i¢in,
1) oc Cl*ha(w)dir

2) Cl*ne (D)= ve Cl¥na (W)=W olur.

3) Sayet o cy ise Cl*ha (®) < Cl*ha (y) dir.

4) Cl*ha (0)UCl*ha (y) = Cl*ha (00\Uy).

5) (Cl*n(®)) ha®* = Cl*ha (®) = Cl*ha (Cl*ha (o)) dir.

Ispat:

1) 4.4.1 Tanim geregince Cl*ha (W)=U @na * olur.

2) Cl*ha (D)= U{ D }ha * =0 ve Cl¥ng (W)EWUWhe* = W elde edilir.

3) o cy ele alinsin. Her ® =W kiimesi i¢in Cl*ha = @ U ® ha™® , her ycW alt kiimesi i¢in
Cl*no(y)= yyna™ olup 4.3.1. Teoremden ® —y iken Hno*yno™* olur. Buradan Cl*ha () =L
Hno* < Cl*ha (O) =OUOne* oldugu goriiliir.

4) 4.4.1 Tanim geregi Cl*ng (0 Wy) = (0 LY)U( ® UY)he® = (0 WY)U ® ha®*Uyhe™ = (0 U ®

ha™® )U( yUYha * ) = Cl*ha (0) Cl*ha (y) bulunur.
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5)3.3.1Teoremi geregince (Cl*na(®))na*=( ®U ®he*)ha*=0 ha* I( ®ho™)ha*= ®na*CCl*na(m).

Boylelikle Cl*ho(Cl*ha(®))=Cl*ha( @) I(Cl*ha(®)) *ha=Cl*na(®) olur

4.4.3 Ornek

3.3.5. Orneginde bulunan B kiimesini géz 6niinde bulunduralim. Bre* =& sonucuna varilip
buna bagli olarak (Cl*ne(B))ne® =((BUBKe* ))he* = ve Cl*ha (B)=B elde edilir.

Buna ek olarak Cl*he (Cl*ha(B)) = Cl*na(B) =B oldugu igin (Cl*ha(B))*hec Cl*ha(B) =
Cl*ha(Cl*ha(B)) olur.

4.4.4 Teorem

(W,c, €) ideal topolojik uzayina ait ®, y=W alt kiimeleri olsun. ha-lokal fonksiyonu i¢in
asagida verilen ifadeler saglanir:

1) W evrensel kiimesi lizerinde bulunan baska Jo ideali ifadesi i¢in, wne*(J)cohe®({) olur.
2) ®ho™- Yha™ =( ©-y) ha *- Yha * =( © -Y) ho *dir.

3) Re ' olurken RNohe * = RN (RN®) he *< (RMO) ho *dir.

4) Rel olurken (®-R)ha*c @ha™ = (0UR) na *dir.

Ispat:
1) zeoha™(J) eleman: alsin. 3.2.1. Tanim1 geregince her haO(W) i¢in Rnw&J bulgusuna
varilir.Oyle ise Rnw@l oldugu takdirde zeown*({) olur. Boylece onoe*(J)con* (§)

sonucuna ulasilir.

2) o-yc o oldugundan, 3.3.1.Teorem geregi (®-y)na*=()ha™ oldugu goriiliir ve (-y)na*-
Yha*C(®)ha*-yhe®™ sonucuna varilir. Diger taraftan oc(w-y)oy oldugundan, 3.3.1.
Teoremden ®noe*(®-y)ha* Uy na*dir. Boylece wna * - yha *<(( ©-Y) ha * Uyna™ )- yna * elde
edilir. Bu nedenle ®ha®-y ha *c( ®-7) ha®-(@ha*Uyhe™ ) olur ve Bu ylizden ®he™-yne*c( ©-

Y)ha*-y ha * dir.

3) RehaO(W) ve ze Rnone* alalim. Buradan zeR olup ze one™* olur. Her CehaO(W) i¢in
RNCehaO(W) .Bdylece CN(RNo)=(RNC)nw¢l oldugundan ze(RN ®) he * bulunur.
Buna gore RNon*c(RNo)e* ve oNRcw olup, RNow*cRNA(RN®)* dir. 3.3.1.

Teorem geregince (0MR) ha *< wha * ve RN (0NR)he*c (RN®)he * bulgusuna varilir.
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4) 4.3.1 Teoreminden ve 4.3.4 Uyar geregince (RU ®)ha™* =Rha *U ®ha *=JU @ha * = @na™

olur, ® -Rc o oldugundan, (®-R) he *< ®ha * bulunur.

4.4.5 Teorem
(W,c,0) ile gosterilen bir ideal topolojik uzay ele alindiginda; burada W kiimesi {izerinde
tanimlt iki ideal olan & ve & dikkate alinsin. Bu baglamda, ®cW olacak sekilde bir alt

kiime secilsin. Asagida sunulan kosullar temel varsayim olarak kabul edilmektedir:

1) {1 < (o iken, @ha * (£2) < ©he * (C1)
2) ohe® (C1NE2) = ohe™ (C1)U one™ (L2)

Ispat:
1) ze ona™ ({2) noktasini alalim. 3.2.1 Tanimi geregince biitiin RehaO(W,z) igin RN og{

dir. {1 < & oldugu icin RN w¢ {1 olur,bdylelikle ze wha™® (£1) sonucuna ulagilir.

2) (Cinl2) < C1 ve (LinG2) < & oldugu ifade edilince 3.4.4 Teorem 1) geregince ha™ (1)
c oh®((1Nl2) ve one™® (2)c on™ ((1NG2) sonucu cikar. Birlesim islemi geregi wno™
(€ won*()cone*(LiNnl2).ze ona™*((1M2) noktast ele alinsin.Buradanda her RehO(W)

olup RN ¢ ({1n{2) olur. Sonug olarak RN w¢({1) yada RN @& ({2) olmalidir.

Bu durumda zewn*({1) yada zewne®({2) olur. Bu ¢ikarimdanda one*((inl2) < ohe™

(C1)wona™* ({2) olmast anlamina gelir. Sonucundada wne*({1ME2) = wne™ (1) ©he™ bulunur.

(&)

4.4.6 Teorem
(W,c,0) ideal topolojik Uzayinda tanimli olan c"®*={RcW > Cl*n(W-R)=(W-R)} chox

ailesi, W igin topoloji olustururken c*c c®* olup haO(W)c c** olur.

Ispat:
4.4.1. Tanim geregince Cl*ng (0)= @Umne* , c* ailesi W kiimesi igin Cl*hq (w) iizerinde
yapilmis topolojidir.

hosk

c*c ¢ oldugunu bulalim. 3.3.6 Lemma geregince; Cl*he = ©® U one*c 0U o * = Cl(o)*

ha Olur. ® kiimesini t* kapali kiime olarak alalim. Buradan Cl(®)*he = @ ve Cl*ne < ® olur.

15



Bu yiizden Cl*n= @ ve o kiimesi c"®* kapali olur. Simdi haO(W) < c'®* oldugunu
bulalim. Varsayalimki o kiimesini ho-kapali kiime olsun. Sayet z¢® ise 3.2.1 Tanim
geregince biitin zeGet™ olacak bigimde wNG=Tel olur. Boylelikle zgwn* ve
oh*codir. Cl*n(m)= U on*=0 ve Cl*h (0)= o olmasindan dolayr o kiimesi c"**-kapali

kiime olur. Buradan haO(W) < c"** bulgusuna ulagilir.

4.4.7 Teorem:
(W.,c, §) ideal topolojik uzaymnda £*( <™, {)={R-J > Re ", Je{ } taban olarak alinsin. Bu

dogrultuda

£*( <, ) ailesi, c"®* topolojisinin bir baz1 olur.

Ispat:

Je { oldugu takdirde, R-@=Re c'* ve chac £ * oluyorsa W=Ug* olur.

Ayriyetten fi*), f*e f*, Ji,Joe ( alindiginda R1, R2etha igin £*1 =R1 -J1 ve ff*2=Ro2 -
J> yazabilinir. Kesisim islemi sonucunda (Rin Rz )et™ oluyor iken f*in f *>=( Ri—
JDN( Ra— J2)=( Rin(W— T1))N( Renn(W— J2))= ( R1 n R2)—( v J2)e f#* bulunur ve

bunun neticesinde (J1U J2) € € oldugu gosterilir.
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5. {s+s ho-KAPALI KUMELER ve BAZI OZELLIKLERIi

5.1 {g-ne-Kapah Kiimeler
5.1.1 Tanim
(W,c, ) ideal topolojik uzay1 elemani olan oW alt kiimesini alalim. yehaO(W) olmak

lizere, oy iken mhe*cR sonucu ¢ikiyorsa o kiimesini (g-na kapali kiime olarak adlandirilir.

5.1.2 Teorem

(W.,c,0) ideal topolojik uzayinda o alt kiimesini ele alalim. Asagida verilen ifadeler denktir:
1) o kiimesi (g-ha kapal1 kiimedir.

2) ® cy ve yehaO(W) iken Cl*ha (o) cy olur.

3) Her zeCl*ha (@) igin Cl*ha({z})No £#J dir.

4) Cl*ha ()- © kiimesi en az bir elemani1 olan ha-kapali kiime igermez.

5) ona™® - © kiimesi en az bir elemani olan ha-kapali kiime icermez.

Ispat:
1)=2) Hipotezinden, ® kiimesine (g-ha kapalt kiime denir. 4.1.1 Taniminca yehaO(W)
olmak {iizere, wcy iken wh«*cydir. Buradan oh*Uwcy bulunur dolayist ile owcy ve

v€haO(W) iken Cl*ha () cy elde edilir.

2)=3) zeCl*na noktasini inceleyelim. Sayet Clha({z})No= iken oc(W-Clh({z}))

oluyorsa

ocW(Clha({z})) kiimesine ha-agik olarak tanimlanir. Bu kabuliimiizden yola ¢ikarak
Cl*ne(@)c(W-Clno({z})) sonucuna ulasilir. Bu nedenle Cl*nha(w) N Cl*nha({z})= olur ki
zeCl*na() aittir ve bu bir ¢eliskidir. Biitiin ze Cl*ha(®) i¢in Cl*na({z})No #Jdir

3) = 4) M en az bir elemant1 olan ha-kapali bir kiime ve zeM iken Mc Cl*ha(®)- ® olsun.
Buradan Mco ve Mnow=d dir. Bunun sonucunda Cl*h«({z})No=Z olur. Bu ise
Cl*ne({z})no#2 varsayima aykir gikar. Cl*he(w)-o kiimesi bos olmayan ha-kapali kiime

icermez.

4) =5) Bu kisim one*c Cl*no(®) ifadesinden acik¢a goriiliir.
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5)=1) y kiimesi, W kiimesinin herhangi bir ha-agik kiimesi ve wcy ele alalim. 3.3.1
Teoreminden mho*M (W-y) kiimesi ha-kapali iken one* kiimesi ha-kapalidir ve @na*m (W-
Y) € oho*- @ olur. 5) geregi wh*MN (W-y) = dir. Bundan dolay1 on*cy ve buradan ®

kiimesi Cg-ha kapali kiimesidir.

5.2 s+ ha-kapal kiimeler

5.2.1 Tanim

(W,c, 0) ideal topolojik uzayr elemani olan wcW alt kiimesi goz Onilinde bulunsun..
veSO(W) ve ocy iken owne*y ise, ® kiimesine {s+¢ ha-kapal1 kiime (ard arda (s+¢ kapali
kiime, yeSO(W) ve owcy oluyorken w*cy [6]) denir. {s*g ha-kapali kiimenin tlimleyenine
Cs*g ha-acik kiime olarak adlandirilir. € s+¢ ha-kapali kiimelerin ailesi (ard arda s+ kapali

kiimeler) {s+g haC(W) (Is+g C(W)) olarak ifade edilir.

5.2.2 Teorem

(W, t,0) ideal topolojik uzayinda, ®cW bi¢iminde bir alt kiime gz Oniine alinsin. Eger ®
kiimesi Cs*g-kapali ise, bu durumda o, ayn1 zamanda Cs#g h-kapali bir kiime olma 6zelligini
tasir.

ispat:

o, kiimesi Cs+g kapal1 bir kiime ve o kiimesini i¢ine alan

biitiin yeSO(W) icin o*cy olur ve 3.3.6 Lemma 2) geregince wh*c w*cy olmalidir.

Boylelikle o kiimesi {s+g ha-kapali bir kiime olur.

5.2.3 Uyan

4.2.2. Teoreminin tersi biitiin kosullarda saglanmayabilinir.

5.2.4 Ornek

W={h,l,r,z} evrensel kiimesi ve c={J,W,{r},{h,L,r}} topolojisi verilsin. Buradan
cF={@,W,{z},{h,1z}} ve 2.5.4 Tamim geregi c"* ={@,W,{r},{h]1},{h,1z},{hLr}} olur.
(={D,{z} }ideali aldigimizda;4.2.1.Tanim geregince, {s+g haC(W)= {J, Y, {r}, {z}, {r,z},
{h,1,z}} ve {s+g C(W)={,Y,{z},{h,1,z}} elde edilir. Burasina dikkatlice bakilirsa eger {r},
{r,z} kiimeleri W evrensel kiimesi lizerinde {s*¢ haC(W) kiimeler oluyor ancak {s+z C(W)

ailesinin bir kiimesi degildir.
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5.2.5 Ornek
4.2.4 Ornekte verilmis olan @,W,{z},{h,l,z} kiimeleri kapal kiimeleri olup , {s*¢ ha-kapali
kiime olurlar. Ama {r},{r,z} kiimeleri (&g ho-kapali kiime oluyorken kapali kiime

olamazlar.

5.2.6 Teorem

(W.c, €) ideal topolojik uzay1 ve o, ycW kiimeleri alinsin.

1) o ve y kiimeleri (s*g ha- kapali kiime oluyorsa (oUy) (s+¢ ha-kapali kiime olur.
2) oW kapal1 bir kiime oluyorsa, o kiimesi Cs#g ha-kapali bir kiime olur

3) yeW agcik kiime, o kiimesi {s*g ha-acik bir kiime oluyorsa (yno) (s+¢ ha-agik kiime olur.
ispat:
1) ReSO(W) olurken (wwy)cR olsun. owcR ve ycR olur. ® ve y kiimeleri (s+¢ ho-kapali

kiimeler oldugundan mhe*cR ve yhe*R bulunur. Yani one*Uyne*cRdir. Boylelikle (oUy)

{s*g ha-kapali kiime olur.

2) ReSO(W) olurken owcR olsun. 3.3.6 Lemma sebebiyle,on*co*cCl(0)=ocR

ifadesine ulasilir. Boylelikle o’nin (s+¢ ha-kapali kiime oldugu ispatlanir.

3) Ispata 1) ve 2) ifadelerinin tiimleyeninden kolayca ulasilir.
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