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Bu tezde, Fibonacci sayilari, Lucas sayilar1 ve girdileri bu sayilardan olusan matrisler ve
sagladigi 6zellikler incelenmistir.

[lk boliimde calismanin gelisimi ile ilgili bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, ¢alismada kullanilacak olan temel kavramlar ilgili teoremler ve yontemler
acik ve anlasilir bir sekilde sunulmustur.

Ugiincii béliimde, tezin ana konusuna taban niteliginde olan Lucas sayilar1 ve Fibonacci
sayilar1 tanimlanmis, sagladig1 baginti ve teoremler ispatlari ile birlikte verilmistir. Say1
dizilerinin ardisik elemanlarinin limit degerleri incelenmis ve bu degerlerin altin oran ile
iliskisine deginilmistir.

Dordiincii  boliimde, Fibonacci sayilart ile iligkili olan matrisler tanimlanmis ve
kuvvetlerinin de Fibonacci sayilari ile iligkilerine deginilmistir. Ayrica ii¢lincii boliimde
verilen teoremlerin bazilar1 matrisler ve matris islemleri kullanilarak tekrar elde edilmistir.
Bu Fibonacci matrislerinin nasil ve hangi kosullarda elde edilebilecegi gosterilmistir.
Ayrica, bir problemden yola c¢ikilarak, sonsuz boyutlu Fibonacci matrislerinin var
olabilecegine de yer verilmistir.

Besinci ve son boliimde ise sonug ve Oneriler kismi sunulmustur.
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In this thesis, Fibonacci numbers and Lucas numbers are studied, along with matrix forms
of these numbers and the properties of these matrices.

The first chapter gives general information about the development of the study.

In the second chapter, the basic concepts, related theorems, and methods used throughout
the thesis are explained clearly.

The third chapter introduces Fibonacci and Lucas numbers, which form the basis of the
study. Important relations and theorems about these sequences are presented together with
their proofs. In addition, the limits of consecutive terms in these sequences are analyzed,
and their connection to the golden ratio is discussed.

In the fourth chapter, matrices related to Fibonacci numbers are defined, and the
relationship between these matrices and Fibonacci numbers is examined. Some of the
theorems given earlier are also derived again by using matrices and matrix operations. It
has been shown how and under which conditions these Fibonacci matrices can be obtained.
Furthermore, motivated by a specific problem, the study also suggest the possibility of the
existence of infinite-dimensional Fibonacci matrices may exist.

The fifth and final section presents the conclusions and recommendations of the study.
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1. GIRiS

Bu boliimde, calismanin gelisimi ve tezin béliimleri tanitilacaktir. ikinci boliimde, bu
calismada kullanilacak olan tanimlar, ilgili teoremler ve yontemlere yer verilmistir.
Ugiincii boliimde Fibonacci ve Lucas say1 dizileri tanimlanmis, bu say1 dizileri ile ilgili
bilinen bazi1 bagintilar ve ispatlar1 anlasilir sekilde verilmistir. Ayrica bu say1 dizilerinin
limiti ve altin oran iliskisine de deginilmistir. Tezimizin ana bolimii olan ddrdiinci
boliimde ise kuvvetleri Fibonacci sayilari ile iliskili olan matrisler, sagladigi belirli
ozellikler ile detayli bir sekilde incelenmis ve sagladig1 temel sonuglar verilmistir. Bu 6zel
matrisler ile matris cebri kullanilarak iiclincii boliimde elde edilen bagintilarin bazilar
tekrar elde edilmistir. Buna ek olarak bu tip 2. mertebeden Fibonacci matrislerinin nasil
elde edilebilecegi incelenmistir. Ayrica bir problemden yola ¢ikilarak, sonsuz boyutlu

Fibonacci matrislerinin de var olabilecegine deginilmistir.

Fibonacci sayilari, borsa ve finansdan, giiniimiizde devrim niteliginde olan ve giin gegtikce
ilgi cekiciligi artmakta olan kripto paralara kadar bir¢ok uygulama alanina sahiptir. Bu say1
dizisinin canlilarda, dogada, sanatta, mimaride bircok farkli Ornekleri goriilmektedir.
Ayrica bu say1 dizisinin, matematikte sabit bir say1 olan ¢ (altin oran) ile yakin bir iligkisi
vardir. Fibonacci sayilarmi ilk kez Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci (1170-1250)
calismistir. Leonardo Fibonacci bu sayilardan ilk defa Liber Abaci adli kitabinda
bahsetmistir. Sayilar teorisi ve aritmetikle ilgili pek ¢cok modern ¢6ziim ydntemi ve

algoritma igeren bu kitap 1202 yilinda yaymlanmigtir.

Bu sayilarin kesfi ise Fibonacci’nin bir arkadasi tarafindan soruldugu iddia edilen bir
tavsan problemine dayanmaktadir.

Problem su sekildedir: Biri erkek biri disi olan yeni dogmus bir ¢ift tavsanimiz olsun.
1. Yeni dogan her bir tavsan cifti 1 ay sonra iiretken bir yetiskin ¢ift haline geliyorsa;
2. Uretken hale gelen her bir ¢ift tavsan, her ay biri erkek biri disi olan yeni bir ¢ift yavru
doguruyorsa;

3. Y1l boyunca higbir tavsan dlmiiyorsa, 1 yilin sonunda kag ¢ift tavsanimiz olurdu?

Dikkat edilirse her ay ortamda bulunan tavsan ¢iftinin: Terimleri 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55...
olan ve her bir terimi bir dnceki iki terimin toplami olacak sekilde (tekrarlama bagintisi)

devam eden bir diziye karsilik geldigini buluruz.



2. ON BILGILER

Tezin bu boliimiinde, bu ¢alismada kullanilacak olan tanimlar, teoremler ve yontemlere yer

verilmigtir.

2.1 Tiimevarim ilkesi

Felsefede bir akil yiiriitme yontemi, bilimde bir bilimsel arastirma ilkesi olan tiimevarim
matematikte de bir ispat yontemi olarak yerini almistir. Tiimevarim ile ispat yontemi, dogal
sayilardaki teoremleri ispatlamak i¢in sikg¢a kullanilir. Bu teze konu olan teoremleri

ispatlamak i¢in de kullanilmistir.

2.1.1 Tamm N, ={n € Nla <n}={a,a+ 1,a+ 2,...} olmak lizere "Vn € Ny, P(n)"
seklindeki agik Onermelerin ispatin1 yapmak i¢in kullanilan bir ispat yontemidir. Bu
onermenin dogrulugunu gostermek igin, gerekli ve yeterli kosul P(n) acik 6nermesinin D
dogruluk kiimesinin N, oldugunu gostermektir. Baska bir ifade ile "vn € N,, P(n)" agik
onermesinin dogru oldugunu gostermek i¢in asagidaki yol izlenir:
i. n = aigin P(n) 6nermesinin dogru oldugu goriliir.
ii. n = kigin P(n) 6nermesinin dogru oldugu varsayilarak,
iii. mn=k+1 i¢cin P(n) Onermesi saglaniyor ise Vn € N, icin P(n) Onermesi
dogru olur.

Bu ispat yontemine Tiimevarim Yontemi denir. Genelde N, kiimesi N* olarak
verileceginden a =1 almarak P(1)’in dogru oldugunu gostererek tiimevarima

baslayacagiz [1].

2.2 Matrisler ve Temel islemler

Bu boliimde matrisler ve temel matris islemleri hakkindaki temel bilgiler verilecektir.

2.2.1 Tamm mxn tane elemanin asagidaki gibi dikdortgensel bir tablo iizerindeki
gosterimi matris olarak adlandirilir [2].

a1 0 Qan
A — . . . ]
Am1 Amn
alj
A matrisinin i. satir1 [a;q, @;o, ..., @] Ve j. siitunu [ : ] olur [2].
amj

Eger bir A matrisinin m satir1 ve n slitunu varsa bu matrise mxn tipinde bir matris denir.



2.2.2 Tanmim m = n ise A matrisi bir kare matristir. Bu durumda matrisin derecesi ise n

olur [2].

2.2.3 Tamim n. dereceden bir kare matrisin a,4, @,5, dz3, ... Ay, €lemanlarinin olusturdugu

kosegene, esas kosegen adi verilir [2].

Notasyon: Bir matrisin herhangi bir [a;;] elemanindakii satirt (i. satir),j ise siitunu

(j. stlitun) temsil eder. A matrisi mxn tipinde bir matris ise Ay, yazilir. Eger A, n.

dereceden bir kare matris ise A,, yazilir [2].

2.2.4 Tamm Eger mxn tipindeki A = [a;;] ve B = [b;;] matrislerinde V i = 1,2,...,m ve
Vj=12,..,n igin a;j = bl-j oluyorsa bu iki matrise esit matrisler denir ven A =B

seklinde yazilir. [2].

2.2.5 Tanim A = [al- j] ve B = [bij] matrisleri mxn tipinde matrisler ise A ve B’ nin
toplam1 olan C matrisi, C = A + B, [cij] = [aij] + [bij] seklinde tanimlanir ve C de bir

mxn matristir [2].

2.2.6 Tanim Bir A,,,, matrisi ve bir ¢ € R bir reel sayist verildiginde, A matrisinin ¢
skaleri ile ¢arpimi olan cA matrisi C = [cij] ise i =1,2,...,m ve j=1.2,..,nolmak

lizere, ¢;; = c. a;; olarak tanimlanir [2].

2.2.7 Tanim A ve B mxn tipinde birer matris olmak iizere bu matrislerin A — B farki

A + (—1)B olarak tanimlanir [2].

2.2.8 Tanim A = [al- j],mxn tipinde, B = [bi j],nxp tipinde iki matris olmak iizere, A ve

B’ nin bu siradaki ¢arpimi olan C = A. B matrisi;

n

C=[c] = Z aixbji = ajnbyj + aiabaj + - + ainby;
k=1
seklinde tanimlanir. A ve B matrislerine ¢arpilabilir matrisler denir [2].

Tanimdan da anlagilacag iizere, iki matrisin carpilabilir matrisler olmasi i¢in ¢arpimda
1. swradaki matrisin silitun sayisi ile 2. siradaki matrisin satir sayisinin ayni olmasi

gereklidir.



Simdi matrisler arasindaki aritmetik islemler i¢in agsagidaki teoreme bakalim:

2.2.9 Teorem Matris islemleri i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

1. Matris toplami isleminin degisme 6zelligi vardir. Yani X ve Y mxn tipinde iki matris
olmak tlizere, X + Y =Y + X dir.

2. Matris toplami igsleminin birlesme 6zelligi vardir. Yani X,Y,Z mxn tipinde {ic matris
olmak tizere X + (Y +Z) = (X +Y) + Z dir.

3. Matrisler arasindaki toplami isleminin etkisiz eleman1 vardir. Yani her mxn tipinde X
matrisi i¢in X + Oy, = Oppen + X = X olacak sekilde bir tek 0,,,, matrisi vardir. Bu
matrise sifir matrisi denir.

4. Her matrisin toplami islemine gore bir ters elemani vardir. Her mxn tipinde X matrisi
icin Xypen + Yinen = Oman Olacak sekilde bir tek Y matrisi vardir, Y = —X olur ve Y ye X
matrisinin toplamsal tersi denir.

5. X mxn tipinde bir matris, Y nxp tipinde bir matris ve Z de pxq tipinde bir matris olmak
tizere, X(YZ) = (XY)Z dir. Yani X,Y ve Z carpilabilir matrisler ise matrisler arasindaki
carpma isleminin birlesme 6zelligi vardir.

6. Z mxn tipinde ve X ile Y nxq tipinde matrisler olmak {izere Z(X +Y) = ZX + ZY dir.
Yani eger, Z(X +Y) islemi miimkiinse, ¢arpma igsleminin toplama islemi tizerine dagilma
ozelligi vardir.

7. r,s reel sayilar ve X mxn tipinde bir matris olmak iizere (rs)X = r(sX) olur.

8. r ve s reel sayilar, X mxn tipinde bir matris olmak tlizere (r + s)X = rX + sX olur.

9. X ve Y mxn tipinde matrisler ve r bir reel say1ise (X +Y) = rX + rY olur.

Ispat: Bu teoremler ve ispatlari i¢in (Bkz [3]).

2.3 Permiitasyon ve Determinant

2.3.1 Tamm X = {1, 2,3, ...,n } artan sirada diizenlenmis 1’ den n’ ye kadar tamsayilarin
kiimesi olsun. X’in elemanlarinin x4, x5, ..., X, seklinde yeniden dizilmesine X’ nin bir
permiitasyonu denir. X’in bir permiitasyonu X’ den X {izerine bire bir doniisiim olarak
diisiintilebilir. X’in biitlin permiitasyonlariin kiimesi X, ile gosterilir. X’in tim
permiitasyonlarinin sayisi:

nn—1)Mn-2)...21=n! (2.1)
olarak bulunur [3].



2.3.2 Tamm Eger bir xq,Xy, .., X, permiitasyonunda i <j iken x; > x; oluyorsa bu
permiitasyonda bir inversiyon vardir denir. Eger bir permiitasyonda toplam inversiyonlarin
sayist tek sayr ise permiitasyona tek permiitasyon, ¢ift sayr ise permiitasyona ¢ift
permiitasyon ad1 verilir [4].

n = 2 i¢in X, de n!/2 tane ¢ift permiitasyon, n!/2 tane tek permiitasyon vardir.

2.3.3 Ornek X = {1,2,3} olmak iizere, X’in biitiin permiitasyonlarinin kiimesi X5 ile
gosterilir. X5 kiimesi

123,132,213,231,312,321
olmak {izere 3! = 6 permiitasyon igerir.

Tek permiitasyonlar: 123,231,312
Cift permiitasyonlar: 132, 213, 321 seklindedir.

2.3.4 Tanim Bir A = [ai f]nxn kare matrisi i¢in, determinant fonksiyonu

2$a1j1 azjz ...anjn (22)
seklinde tanimlanir ve |A| veya det(A) ile gosterilir [4].
2.3.5 Ornek
_[%11 Q12
A= [a21 azz] olsun,
det(A) y1 bulmak i¢in
a_ , Gz

terimlerindeki bosluklara (tire isaretlerine) S, deki permiitasyonlar1 yazariz. Bunlar
12 ¢ift ve 21 tektir. O halde,

|Al = ay1a22 — a12a51 (2.3)
olur. Dikkat edilirse, bu ikinci mertebe matrisin determinantinin degeri esas kodsegen
tizerindeki elemanlarin ¢arpimindan, diger kdsegen iizerindeki elemanlarin ¢arpiminin

¢ikarilmasiyla bulunur.

a1 Qq2 Qi3
2.3.6 Ornek A = |az1 Az Az3| 3x3 matrisi verilsin. |A| y1 bulmak i¢in 6 tane terimi
az; a4z 4ass
yazalim.
a;_a; az_ a;_a; az_ a;_Gp; az_ 4y 4z A4z Ay 4z Az A _dp _Ad3_

[

Daha sonra S5 deki 6 permiitasyon, isaretlerinin yerine yazilir. Permiitasyon ¢ift ise +,

tek ise — isareti konulur. Bdylece,

|Al = a11022033 + A12023031 + A1302103; — 1102303, — A12021A33 — Q1302203
olarak bulunur.

2.3.7 Teorem Y nxn tipinde bir kare matris olsun,
lY"| = |y|"



esitligi saglanir [4].

2.3.8 Teorem X ve Y ayni boyuta sahip (nxn) kare matrisler olmak iizere,

|X. Y] = |X]]Y]
esitligi saglanir [4].

2.4 Karakteristik Polinom ve Cayley-Hamilton Teoremi
Bu boliimde tezimizde kullanilacak olan karakteristik polinom ve Hamilton - Cayley

Teoremi uzerinde durulacaktir.

A1 7 Qin
: matrisi nxn tipinde bir matris olmak iizere
An1 " Aunlyyn

2.4.1 Tanim A =

AL, — A matrisinin determinantina A matrisinin karakteristik polinomu denir.
pV) =, —Al ="+ A"+ +a,_A+a, =0
denklemine de A matrisinin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin A4, 4,, ..., 1,

koklerine ise A matrisinin 6zdegerleri denir [4].

1 2 -1
242Tanmm A= |1 O 1 ] matrisinin karakteristik denkleminin koklerini bulalim.
4 —4 5
A—-1 =2 1
p(A) =, — Al =] -1 A —1|=0
—4 4 A1-5
=23 -624+111-6=0
p(H=A-1DA-2)1-3)=0
Boylece,
/11:1, 12:2, 13:3
bulunur.

2.4.3 Teorem (Cayley - Hamilton Teoremi) Her matris kendi karakteristik denklemini
saglar.

p(A) = A, —Al =2+ a A"+ 4+ a, A+ a, =0
karakteristik denkleminde p(A4) = 0 dir.

Ispat: A nxn tipinde bir matris ve karakteristik polinomu,

p(D) = AL, —Al=A"+a A"+ +a,_ A+a,
olsun.



Al — A matrisinin ek matrisini ise B ile gosterelim. B matrisinin elemanlar1 A’ ya gore ve

derecesi n — 1 den kiigiik veya esit polinomlar oldugundan. B; ler nxn matrisler olmak

lizere,
B=By+BA+-+B,_x"1
seklinde yazilabilir.
(Al — A)B = |Al - A|I,
oldugundan,

(AU —A)(By+BA++B, A" D) =A"+ A" + -+ a,1 + a,)l,
bulunur. Buradan,

bulunur. Bu esitlikleri siras1 ile 1. esitligi A,, ile, 2. esitligi A,_; ile, sondan bir dnceki

esitligi A ile ve son esitligi [ ile ¢arpip son olarak esitlikleri taraf tarafa toplarsak,

0=A"B,,_; + A" Y(B,_, — AB,_;) + -+ A(By — AB,) — AB,
=A"+ AV + a1 A+ ayl,
elde edilir [5].

2.5 Ozdeger ve Ozvektorler

2.5.1 Tanim V, W birer vektor uzay1 ve T V’den W’ye bir fonksiyon olsun
i. Herx,yeViginT(x+y)=T(x)+T()
ii. r€E€Rveherx €ViginT(rx)=rT(x)
kosullar1 saglaniyorsa T fonksiyonuna V’den W’ya bir lineer (dogrusal) doniisiim

denir [3].

252 Tanmmm T : V — W bir lineer doniisiim olsun ve bu lineer doniistim bir A matrisi ile
temsil edilsin, x € V olmak iizere,

T(x) = Ax (2.4)
olacak sekilde x € V varsa A sayisina T doniisiimiiniin bir 6zdegeri, x vektoriine de

A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor adi verilir [3].
2.5.3 Tanim A = (al- j)nxn tipinde bir kare matris ve I, tipinde birim matris olmak

tizere, |A — xI| = 0 denklemine, A matrisinin karakteristik denklemi denir. Bu denklemin

kokleri ise A matrisinin 6zdegerleridir [3].



3. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI
3.1 Fibonacci Dizisi
3.1.1 Tanim

Fl ES FZ = 1
FTl == FTl—l + F‘I’l—Z n= 3 1(;11’1
seklinde tanimlanan say1 dizisine Fibonacci dizisi denir.

Tanima gore dizinin terimleri; 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ... seklinde devam eder.

Girig boliimiinde bahsettigimiz problemin ¢oziimiine donecek olursak; 1 yilin sonunda
F;; = 233 tavsan ¢ifti olup bunlarin 89’u yavru tavsan ve 144’1 yetiskin tavsandir [6].
Fibonacci sayilari, tekrarlama bagintisi nedeniyle birgok 06zelligi saglamaktadir.

Bu bolimde bunlardan bazilar1 incelenecektir.

3.1.2 Teorem n > 1 olmak iizere,

Fi=F1+F2+"'+Fn= 1’l+2_1 (31)

n
=1
Ispat: Tekrarlama bagintist her bir adimda kullanilirsa,

F1=F3_F2
F2=F4_F3

Foo1=Fo1 — K
By =Fpyo —Fnq
yazilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

n
Fi=F—F,=F,—1
i=1

elde edilir [6].

3.1.3 Teorem n = 1 olmak iizere,

n

D Fi=Faiz = Fpi (3.2)
. i=m
Ispat:
Fi:Fm+Fm+1+"'+Fn:F1+F2+"’+Fn_(F1+F2+"‘+Fm_1)

=Z?=1 Fi_Zﬁlei

n
I=m



= n+2_1_(Fm+1_1)
= Fny2 — Fnst

bulunur [6].

Ayrica Fibonacci sayilariin tek, tek, cift, tek, tek, cift ... seklinde devam ettigi de dikkat
¢ceken bir Ozelliktir. 3’lin kat1i olan terimlerde Fibonacci sayisi ¢ift dogal sayi

olacaktir. Clinkii, iki tek sayinin toplamui, bir ¢ift sayidir.

3.1.4 Teorem

n

Z FP=F}+F}+-+E?=E.F, 4 (3.3)

i=1
Ispat: Ispat i¢in tiimevarim yontemini kullanacagiz.
n =1 i¢in

F12 = 12 = Fl'FZ

oldugu aciktir.

Varsayalim ki, n = k i¢in dogru olsun. Yani,

k
ZFiZ =Fl+F} 4+ F2 = F.Frpq

=1
olsun. Simdi n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gdsterelim.

k+1

Z Fiz =F?+F2+-+ sz+1 = Fit1-Fiet2
i=1

oldugunu gostermeliyiz.

k+1
zFiZ =FZ+Ff + -+ FF + F2y
i=1
= Z;{=1Fi2 + FI?+1
= Fy. Fe41 +Fk2+1
= Fipq (Fx + Fiey1)
= Fiey1- Fies2
elde edilir [6].
3.1.5 Teorem
1.
n
Z Foi y=Fi+F+ -+ Fyy 1 =Fy (3-4)
i=1



?=1F2i =F+F+ -+ Fp=Fp—1 (3-5)
Ispat 1:
F,=F,—F
Fs=F, —F
Fs =Fg— F,

Fon—1 = Fon — Fan—
esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

F1 + F3 + -+ FZTL—l == an
elde edilir [6].

Ispat 2: Benzer sekilde,

F2=F3_F1
F4:F5_F3
F6=F7_F5

Fon = Fon1 — Fona
esitlikler taraf tarafa toplanirsa,

Fo+Fy+ ot Fop = Fopyg — 1
elde edilir [6].

3.1.6 Teorem n > 0 i¢in

Ffoi + B} = Fonyq (3.6)
dir [6].
Ispat: Bu esitligi gostermek igin yine tiimevarim yontemini kullanalim.
n = 0 i¢in F2+F}=1+0=1=F,
n = 1igin Ff+Ff=1+1=2=F,

n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Oyle ki
Fioi + Ff = Faraa
dogru olsun.

n =k + 1 igin,

Féi1+ Fia = Faeanyer = Fakas
oldugunu gosterelim.

Fi1 + Feyy = (Fe + Fe) (Fie + Fe—y) + (Fir + Fi) (Fipr + Fy)
= F¢ + F¢_y + FyFy_q + Fy_1Fy + FEo1+F¢ + Fiy1 Fy + FiFieyn
FE 4+ Ff i =Fopoq, Féy1 + FE = Fopn
oldugundan,
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Fé1 4 Fivy = Fap—1 + Fapeq + FiFym1 + Fy 1P 4 Fia Fie + FiFieia
= Fop1 + Fopq1 + FeFio1 + Fe1 Fie + FeF—1 + Fra1 Fie
Fninir = Fnyr-Fag1 + B By
esitliginde (Bkz (4.2))

m =k ven + 1 = k yazilirsa,

FyFi_q + Fip1F = Fyi
elde edilir. Buradan,
Féiy + Fig = Fopoq + Fopr + Fo + Fop

= Fopq1 + Fogaz = Foys
bulunur.

3.2 Cassini Bagintisi
Cassini bagintisi, ardigik ii¢ Fibonacci sayisi arasindaki iliskiyi verir. Bu teorem 1680

yilinda italyan matematik¢i Giovanni Cassini tarafindan verilmistir.

3.2.1 Teorem (Cassini Bagintisi)

n = 1 olmak iizere,
Fro1Fne = B2+ (D" (3.7)

esitligi saglanir.

Ispat: Bagmtinin ispat1 igin timevarim ydntemini kullanacagiz.

n = 1igin Fy.F, = FF + (1)t
0.1=1%2+(—1)?!
0=0
n = k igin,

Fi—1Fir1 = F¢ + (=1)F
dogru oldugunu kabul edelim.

n =k + 1igin,

FyFyi2 = Fk2+1 + (=Dt
ifadesinin dogru oldugunu gosterecegiz.

Fi- Fraz = Figr1 = Fieo (F + Fieyr) — Fiyq
= F¢ + FiFepr — Fpq
= F¢ + Fep1 (Fi = Fieer)
F, — Fy41 = —F;_1 oldugundan,

= F = Fry1- Fra

11



= F¢ = (Fé + (-1
— (_1)k+1
olur [6].
3.2.2 Teorem Iki ardisik Fibonacci sayisi aralarinda asaldir. Yani her n > 1 igin
(Fn, FTL+1) =1 diI‘.
Ispat: Varsayalim ki F,, ve F,,, aralarinda asal olmasinlar. O zaman 6yle bir p asali
vardir ki, F, ve F,,;; sayilarini boler. Cassini bagintisina goére

Fo1.Fpyr = Fn2 + (D"
oldugundan
P|Fn41 ve plF, ise p|(=1)"
olmalidir. Yani p| + 1 olmalidir. Bu ise bir celigkidir. O halde varsayimimiz yanlistir [6].

3.3 Fibonacci Dizisi ve Altin Oran
Bir¢ok alanda ilging uygulamasi bulundugundan, matematikteki en onemlileri sabitlerden
birisi de altin orandir. Altin oran:

x2—x—-1=0 (3.8)
denkleminin pozitif kokii olan altin oran bir irrasyonel say1 olup yaklasik degeri 1,618 ...
dir. @ veya a sembolii ile gosterilir. Altin orana ulagmanin bir baska yolu da su sekildedir.
Bir AB dogru pargasi iizerindeki bir C noktasi i¢in, tiim par¢anin biiylik pargaya orani ile

biiyiik parcanin kiigiik parcaya oranini birbirine esitleyelim.

o— o— — o
A X B y C
Xty X
Xy
xy +y? = x?
Esitligin her iki tarafin1 y? ile bolelim.
x x?
-+ 1 == —2
X y y
(; = ¢ olsun)
$+1=¢?
2 —p—1=0

denklemi elde edilir ve bu denklemin iki kokii:
14++/5 1—-+/5
= B

a

olarak bulunur.
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Altin oran; bu denklemin pozitif kokii olan ¢ = 1,61833 ... diir. Ayrica Fibonacci

sayilarinin altin oran ile iligkisi, Fibonacci sayilar1 birbirine boliindiigiinde elde edilen

F,,4+1/F, oranlarinin limiti altin orana esittir.

olur [7].

Fibonacci terimlerinin ardigik terimlerinin oran1 asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3.1: Fibonacci sayilarinin ardisik terimleri orani

lim

now F,

Fne1

Frs1 F, Frs1/Fy
1 1 1
2 1 2
3 2 1
5 3 1,66
8 5 1,60
13 8 1,625
21 13 1,6153
34 21 1,6190
55 34 1,6176
89 55 1,6181
144 89 1,6179
233 144 1,61805
3.3.1 a ve ’min Kuvvetlerinin Bulunmasi
x? — x — 1 = 0 denkleminin k&klerinin
1++5 1-+5
=5 F=3
olduguna deginmistik. Buradan,
a+ﬁ=1+2\/§+1—2x/§=1
o = 1+2x/§.1—2\/§: B

bulunur.

Simdi a’nin kuvvetlerine bakalim,

13
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a’=aa=a(l-B)=a—-af =a+1,
ad=aa’=ale+1)=a’+a=a+1+a=2a+1,
at=aa) =aRa+1)=2a’+a=2(a+1)+a=3a+2
Benzer sekilde,

a® =5a+3
a®=8a+5

a’ =13a + 8

seklinde devam eder [7].

B’nin kuvvetleri de benzer sekilde,

BZ=B.p=Bl-a)=B—af=P+1,
B> =PBR*=BB+1D)=p*+B=F+1+B=28+1,
B*=BB*=BRR+1) =2 +B =2+ +B=38+2,
/35=5[>’+3

olarak devam eder [7].

3.3.1.1 Teorem n > 1 i¢in
a™ =aF, + F,_, (3.12)
esitligi saglanir.

Ispat: Tiimevarim yontemini kullanalim.
n = 1 i¢in dogru oldugunu gorelim.

al = aF; + F,
a=a
n = k i¢in dogrulugunu kabul edelim.

ak = aF, + Fr_4
olsun.
n =k + 1 igin,

ak+1 = O(Fk+1 + Fk
oldugunu gosterelim.

ak*tt = qa® = a(aF, + Fr_1)
= a’F, + aF,_,
= (a+ 1)F, + aF,_4
= a(F, + Fy_1) + F;

14



= aFp4q + F
bulunur [7].

3.3.1.2 Teorem n = 1 i¢cin

.Bn =pF + Fhq

esitligi saglanir.

Ispat: Esitligi gostermek igin yine tiimevarim yéntemi kullanalim.

n = 1 i¢in dogrulugunu gorelim,

Bt =PBF +Fy
B=5
elde edilir.
n = k i¢in dogru oldugunu varsayalim.

B* = BFi + Fr_q
olsun.
n =k + 1 igin,

B¥*tt = BB* = B(BF + Fi—1)
= B?F + BFy_4
= (B+ DF; + BFr_4
= B(Fi + Fi—q) + F
= BFrs1 + F
olur. Boylece n = k + 1 i¢in dogru oldugu goriiliir [7].

3.4 Binet Formiiliiniin Elde Edilmesi
Bu formiil, 1843 yilinda Binet tarafindan elde edilmistir.

n = 1i¢in,

a =aF, + F,_4

B" = PF, + Fry
yazilir, iki denklem taraf tarafa ¢ikarilirsa,

a"—p" = aF, — BE,
a"=p" = F,(a = )

bulunur.

a — B = /5 oldugundan asagidaki teorem elde edilir.

3.4.1 Teorem (Binet) n > 1 i¢in

15
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an_ﬁn an_ﬁn

a—p V5

(3.14)

esitligi saglanir.

Ispat: u, = an\/_gﬁ . dizisinin Fibonacci sayilarina esit oldugunu gostermek i¢in her n
dogal sayisi icin bu iki dizinin esit oldugunu gosterelim.
n =1 igin,
at—p* /5
un = = —= 1 = Fl
V5 45
a’=p% (a—P)a+p) 5.1 .
u — — — — p—vl
‘5 V5 V5 ’
n = 3 i¢in,

an—l _ ﬁn—l an—z _ ﬁn—z

NG
a2+ 1) — BB + 1)

Up—1 T Up_2 =

5
an—2a2 _ ﬁn—ZﬁZ
) 1‘l\/§ n
a*—p
5
= uTl
olduguna dikkate edilirse, tekrarlama baglantisinin saglandig1 da goriiliir. Boylece n > 1

icinu, = F, elde edilir [6].

3.4.2 Teorem n > 1 i¢in,

Fp= (DM (F) (3.15)
esitligi saglanir.

Ispat:

o G (= (/B
“n py -
(3.11) kullanilirsa, 1/a = —f8 ve 1/ = —a

LA =T (@ = (/R (DN —ah) (DM@ - ")

Fn=—0"p i P a— P Py
F,= (_1)n+1-Fn

olarak bulunur [7].
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3.5 Lucas Dizisi
Fibonacci sayilarmin baglangic kosullar1 L; =1 ve L, = 3 olarak degistirilip ayn1
tekrarlama bagitisini kullanilirsa Lucas Sayilari elde edilir oyle ki
Ll = 1, LZ = 3
L,=L, 4+L,_, n=3 igin
L,=1,3,4,7,11,18,29, ..
seklinde devam eder [7].
Lucas say1 dizisi ile Fibonacci say1 dizisi ayni tekrarlama bagitisina sahip olduklarindan

bir¢ok 6zellikleri benzerdir.

3.5.1 Lucas Dizisi Bagintilar
Bu boliimde Lucas sayilarinin sagladigi bagintilar teorem olarak verilecektir. Teoremlerin

benzerleri Fibonacci dizisi konusunda ispatlandigi i¢in ispatlara gerek duyulmamistir.

Teorem 3.5.1.1

1.
n
Li :L1+L2+“‘+Ln:Ln+2_3 (316)
i=1
2.
n
ZLL' =L+ Lyt tLyy =Ly, —2 (3.17)
i=1
3.
n
Z Lyy=Ly+ Lo+ -+ Loy =1Lop1—1 (3.18)
i=1
4.
n
ZL% =12 412+ 412 =Lyl —2 (3.19)
i=1
5.
L?’l —LyqLlpy =5(=1D" (3.20)
6.
Ln =a + 'Bn (3.21)
7.
L, =(-1D"L, (3.22)

denklemleri saglanir [6].
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3.6 Fibonacci Sayilar1 ve Lucas Sayilarim I¢ceren Teoremler
Bu bdliimde, iki say1 dizisinin de bulundugu teoremler ispatlari ile birlikte verilecektir. Bu

teoremlerden bazilarinin ispatlar1 4. boliimde matrisler kullanilarak tekrar elde edilecektir.

3.6.1 Teorem Her n > 1 i¢in,

Ly =Fpp1 + Fya (3.23)
esitligi saglanir.

Ispat: Denklem (3.14) ve (3.11) uygulanirsa,

n-1_ pn—-1 n+l _ pn+1
a B a B

Foyr +Fq = a—g + a—p
B _(aﬁ)an—l + (aﬁ)ﬁn—l + aTl+1 _ ﬁn-i'l
= p—"

B —pa™ + af™ + aa™ — A"

= p—"

_ B+ +a—f)

a—p
_@=p)@"+pm)

a—p
— a?’l + ﬁn
=L,
bulunur [8].
3.6.2 Teorem n > 1 i¢in,
L.F, = F,, (3.24)

esitligi saglanir.

Ispat: Denklem (3.14) ve (3.21) kullanilirsa,

an_ﬁn . .
E,L, = py (a™+ B
aZn_’BZn v
- a_ﬁ - 2n

olarak bulunur [8].

3.6.3 Teorem n > 1 igin,

Ly =Fpyz —Fry
esitligi saglanir.

Ispat: Denklem (3.14) kullanilirsa,
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an+2 _ ﬁn+2 _ an—Z + ﬁn—z

a=p

Fopiz = Fpa =
(aB)? = 1 esitligi kullanilirsa,
B an+2 _ 'B‘n+2 _ (a’B)Zan—Z + (aﬁ)Zﬁn—Z
= -
_a'(a®—=p*)+p"(a® - B?)

a—F
_ @+ M@= B)@+h)

a=p
=@ +p")(a+p)=a"+p" =Ly

olarak bulunur [8].
3.6.4 Teorem

L% — 4(—1)" = 5F? (3.25)
esitligi saglanir.

Ispat: Denklem (3.21) verilen denklemde yerine yazilirsa,

L7 —4(=D" = (a" + ™) —4(-D)"
af = —1 oldugundan,

L2 —4(—1D" = a?™ + 2a"B™ + B2 — 4(af)"
= q?" +ﬁ2n _ Zdnﬂn

— (an _ ﬁn)z
elde edilir.
n_pn n__pn
P
a—p V5
oldugundan,
(a" ~ p)? = (VBF,)" = 5F?
olur [8].
3.6.5 Teorem

5Fn+1 = L'l’l+1 + 2L1’l (326)
esitligi saglanir [8].

Ispat: Denklem (3.23) kullanilirsa,

Lyyy + 2Ly = Fy 4 Fuyo + 2(Fpoq + Fryq)
=F +F, +F,.1+2F,_1+2F, 4
= E+E+E+F,1+2F,_1+2F, +2F,_4
—5E, +5F,_,
= 5(F, + Frey)
= 5Fn41
bulunur.
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3.6.6 Teorem n > 1 igin,

Folpy1 + Foyiln = 2Fop4q (3.27)
esitligi saglanir [9].

Ispat: Tiimevarim yontemi kullanalim.

n =1 i¢in FiL, + F,L, = 2F;
1.1+13=4=22
n = k igin
FiLg1 + Fieyalie = 2F55044
ifadesinin dogru oldugunu kabul edelim.
n=k+ 1igin,

Fev1lisa + Fieazlir1 = 2Fop43
oldugunu gosterelim.

Fys1Llisz + Fryzlisr = Froq(Lggr + L) + (Feqq + Fi)Lggq
= Fry1lygs1 + Frepalie + FrepaLigyr + Feliyq
= 2Fg41Llgs1 + (FrpqLi + FiLyyq)
= 2Fi41Lit1 + 2Fop4q
Denklem (3.24) kullanilirsa,

2Fx11Liv1 = 2F 242

2Fap42 + 2Fpp41 = 2(Fogyr + Fapaz ) = 2Fopy3
olarak bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

3.7 Altin Oran Analizi
Fibonacci sayr dizisi ic¢in ardigik iki terimin oranmin altin oran olan a sayisina

yakinsadigina Boliim 3.3 de deginmistik.

F
lim =22 = ¢ (3.28)

noo F,

dir. Benzer olarak, bu durum Lucas sayilar i¢in de gergeklenir.

L
lim =2 = ¢ (3.29)

n-oo L,

Bu durum asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3.2: Lucas sayilarinin ardigik terimleri orani

Ln+1 Ln Ln+1/Ln
3 1 3
4 3 1,33
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Tablo 3.2 (devam)

7 4 1,75
11 7 1,57
18 11 1,63
29 18 1,61
47 29 1,620
76 47 1,617
123 76 1,618
199 123 1,6178
322 199 1,6180

Fibonacci ve Lucas dizilerinin ardisik terimlerinin orami1 (F,,,,/F,ve L,,+1/Ly) nasil «a
sayisina yakinsiyorsa, ayni indirgeme formiiliine sahip herhangi bir x,, dizisinin her dizinin
ardigik terimlerinin oranlar1 da ilk iki baslangi¢ terimi ne olursa olsun a = 1,618 ...

sayisina (altin oran) yakinsayacaktir [6].

3.710rnek Z, =3ve Z, =7 ve n>3i¢inZ, = Z,,_; + Z,_, sekilde bir Z say1 dizisi

tanimlayalim.
Z,=3,7,10,17,27,44,71,115,186,301 ...
seklinde olup bu say1 dizisi i¢in de,
. Zn+1
lim = a (3.30)

nooo Z,

olmaktadir.

Z, say1 dizisinin ardisik terimlerinin oranlarinin limiti asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3.3: Z say1 dizisinin ardisik terimleri orani

Zn+1 Zn Zni1/Zn
7 3 2,3
10 7 1,42
17 10 1,7
27 17 1,58
44 27 1,62
71 44 1,61

21



Tablo 3.3 (devam)

115 71 1,619
186 115 1,6173
301 186 1,6182
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4. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI iLE iLGILi MATRISLER

Bu boéliimde Fibonacci ve Lucas sayilar ile iligkili olan matrisler ve bu matrislerin
sagladig1 ozellikler incelenecek, ikinci bolimde verilen baginti ve teoremlerden bazilari
matrisler yardimiyla yeniden elde edilecektir. Buna ek olarak Fibonacci matrislerinin nasil
elde edilebilecegi ele alinacak ve sonsuz boyutlu bir matris olan H matrisi ve bu matrisin

girdileri incelenecektir.

4.1 Q Matrisi
Inceleyecegimiz bu matris, ilk olarak Charles H. King, 1960 yilinda yiiksek lisans tezi

olarak ¢aligmustir.

Q= H (1)] olarak tanimlanir. Q matrisinin determinanti,

Ql=1.0—-11=-1
olur.
Q matrisinin kuvvetleri,

e-oo-lt AL -E )
Q3=Q'QZ=[1 05'[:13 1]=[2 1

4 _
Q B [3 2
olarak devam eder [7].

4.1.1 Teorem n > 1 igin,

Qn — F n+1 F n ]
F n F n—1
olur.
Ispat: Tiimevarim kullanalim.

n =1 i¢in,

1 1 1 _ F2 Fl]
Q"= 1 0] TR F
olur ve iddia dogrudur.

n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim.
0k = Frer  Fi ]
Fr  Fr

olsun. Simdi ise,
n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

Qk+1 — Q Qk
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oldugundan,

1 1] Fieyq ] [Fk+1 +F F+ Fk—l] _ [Fk+2 Fk+1]
Fi_1

K+1 _ k _
¢ Q-0 1 01| F Fryq Fiy1 Fy

olur [9].

4.1.2 Cassini Bagintisinin Q Matrisi Yoluyla Elde Edilmesi
Daha once ispatin1 verdigimiz Cassini Bagintisim1 (Bkz (3.7)), Q matrisi kullanarak farkli

sekilde ispatlayabiliriz.

Matrislerde,
Q" = |QI" (4.1)
oldugundan,
Q™| = Fp—1- Frqq — Fnz
Q" = (="
Foo1.Fpy1 — Fn2 = (=Dt
elde edilir [9].

4.1.3 Q Matrisi Kullamlarak Uretilen Bazi Bagintilar

Q matrisini kullanarak asagidaki bagintilar elde edilebilir.

4.1.3.1 Teorem

1.
Fnin+1 = Fmi1- Fppr + Bn By (4.2)
2.
Foin = Fps1. By + Bp.Fpq (4.3)
3.
Fnin = Fn-Frny1 + Fe1 By (4.4)
4.
Frin-1 = Fn- By + Fipq. Feq (4.5)
Ispat: Matrislerde,
Qm. Qn — Qm+n (46)
oldugundan,
[ m+1 ] [ n+1 ] [ mane1 Fman ]
Fn  Fn_q Fn—q Fnen  Fnin-1
[Fm+1 Frr + Fn By Fpyr.Fy+ B Fast]  [Frmar  Fron ]
Fr-Fir + Fno1 By BByt P i Foal | P Prnna

olur. Matrislerin esitliginden,

)

Frin+1 = Fmy1- Fpir + En By
2. Fnin = Fns1- By + B Fq
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3. Fnin = Fn-Fpy1 + Feq By

4, Fpionoy = Ep.Fy + Fpyy.Fy1

bulunur [10].

4.1.3.2 Teorem

1.

) Fony1 = F1$+1 +F; (4.7)

3° Fan = FasiFa  FoFacy = Fy(Faan + Faoy) = Fuly (4.8)
Fpno1 = Ef +F7_4 (4.9)

Ispat: Q™. Q™ = Q™'" bagmtisinda m = n almirsa,

Qn Qn — QZn
n+1 ] [ n+1 Fn ] — [F2n+1 F2n ]
n Fn 1 Fn 1 FZn F2n—1
Fiyq + Ff Fpyr- By + By Fryq [F2n+1 Fon ]
E,.Fpi1 +F,_1.E, E? + F?_, Fon  Fona
olur ve matrislerin esitliginden
1.
Fony1 = Fry1 + B
2.

Fon = Fpp1 By + ByFoq = By(Fpyq + Froq) = BiLy
3.
an—l = FnZ + Fr%—l
bulunur [10].

4.1.3.3 Teorem
Fns1ln + Epln—1 = Linyn (4.10)
esitligi saglanir.

Ispat: Denklem (4.2)’ de n yerine n + 1 yazalim ve (4.3) ile toplayalim:

Frs1(Fpyz + F) + Fn(Fugq + Fac1) = Fpnsz + Frn
Denklem (3.23) kullanilirsa,

Fnt1lns1 + Enln = Linyn+a
ve son olarak da ifadede n yerine n — 1 yazilirsa,

Fny1ln + Epln—1 = Liyn
elde edilir [10].

4.1.3.4 Teorem
2F 40 = B, Ly, + F Ly, (4.11)

esitligi saglanir.

Ispat: Denklem (4.3) ve (4.4) taraf tarafa toplanirsa,
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2Fpin = Fn(Fpyq + Fo1) + Fy(Frpgq + Fm)
2Fmin = Fnly + By Ly
bulunur [10].

4.1.4 Q Matrisinin Ozdeger ve Ozvektor Analizi

Q matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulmak i¢in, bu matrisin karakteristik denklemini
bulalim.

o=[i o

_ 1 _02_y3_1=
10—l = Sl=r-a-1=0

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢ozersek,

|1—/1
1

_1+/(D?-41(-D _1 ++5 _

A a

2 2
1-/(-1D2-41(-1) 1-+5
- 2 == =F

A

bulunur.

Q matrisinin karakteristik denkleminin kokleri (yani 6zdegerleri) a ve 8 dir [10].
o= 1+V5
2

‘e karsilik gelen 6zvektor,

[ ol-l] =<l

[T = e

x = ay oldugundan, i g
(x,y) = (ay,y) = y(a, 1)

a' ya karsilik gelen 6zvektor (a,1) olur.

f= %g ‘ ye karsilik gelen 6zvektor,

i ol-bl=¢F)
BREr
x =By

(x,y) =By,y) =yB1)
B’ ya karsilik gelen 6zvektor (B,1) olur.

Q™ matrisinin karakteristik denklemine bakalim.

an Fn+1 Fn ]
Fn Fn—l

Froi1— 4 F
lQn—an =" " g | = Fara =D (P = D) —

(Fn+1 _A)-(Fn—l -4 _Fn2 = Fpy1Fn-1 _Fn+1/1_Fn—l/l'l')'2 _Fn2
= 1% — (Fn+1 +Fn—1)/1+Fn—1Fn+1 _Fn2
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Denklem (3.7) ve (3.23) kullanilirsa karakteristik denklem,

x?2—L,x+ (—1)" =0 olur.
Bu 2. dereceden denklemin koklerine bakacak olursak,

L, + 12 — 4(—1)"

X1 = 2
Ly —yL§ 41"
Xy = >
denklem (3.25) kullanilirsa,
L, +/5E,
=Ty
L, —/5E,
Xy = 2
bulunur.
a™ — B =+5E, ve a®+ " =1L,
oldugundan
Ly +V5E, _
fn=——p —=a
L,—V5E
e=——p— =F

olarak bulunur. Bunlar da Q™ matrisinin 6zdegerleridir [10].

4.1.5 Q Matrisinin Tersi
Q matrisinin karakteristik denklemi x? — x — 1 idi. Cayley-Hamilton teoremine gore, her

kare matris kendi karakteristik denklemini saglayacagindan,

Q2—Q—-1=0 (4.12)
yazilabilir.
|Q| = —1 # 0 oldugundan, Q matrisi tersinirdir.
|Q —I| = |(1) _11| = —1 # 0 oldugundan, Q — I matrisi de tersinirdir.

Cayley-Hamilton Teoremini kullanilarak bu iki matrisin birbirinin tersi oldugunu
gosterelim.

Q2—-Q—-1=0
QQ-n=1I
Ql=0-1

bulunur.

Simdi Teorem 3.1.2 i¢in, Q matrisini kullanarak baska bir ispat verelim.
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QU —I=(U+Q+Q*+-+QM.(Q-D
(Q — ™! = Q oldugundan, esitligin her iki tarafi sagdan (Q — I)~! ile carpilirsa,

I+Q+Q*+ - +Q"=(Q"+1—I)Q

— Qn+2
1 01,01 191,12 11, . n+1 ] [m 1 Fn+2_1
[0 1]+[1 0]+[1 1]+ + Fool = |Foy=1  Fpuy
Bu toplamdaki her bir matrisin, a4, elemanlarl toplanip, esitligin ikinci tarafindaki matrisin
ayn1 elemanu ile esitlenirse,

0+F1+F2+F3+"'+Fn:Fn+2_1
F1+F2+F3+'“+Fn:Fn+2_1
bulunur [10].

4.2 M Matrisi

M matrisi, Q matrisi ile iliskili olup 1983 yilinda Sam Moore tarafindan incelenmistir.

4.2.1 Tanim M matrisi,
_1
M=| h
olarak tanimlanir [11].

4.2.2 Teorem n > 1 igin,

FZ -1 FZ
Mn: n n]
FZn F2n+1

Ispat: Teoremi ispatlamak igin tiimevarim kullanacagiz.

=l wl=l o

oldugundan dogrudur.
n = k igin,

F. F
Mk = |F2k-1 2k ]
Fok  Fasr
oldugunu kabul edelim.

n =k + 1 i¢in,
pkrt = [Fake F2k+2]
Fak+2  Fakes
oldugunu gosterelim.
Mk+1 — MMk

oldugundan,
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[1 1] [sz—1 Fop ] _ [F2k—1 + Fop
1 21"l For  Fogse Fop—q + 2F
elde edilir [11].

For + Fopsq ] _ [F2k+1

F2k+2]
For + 2F3544 Forsa

F2k+3

4.3 M ve Q Matrislerinin Limiti

M™ matrisinin limitini gérmek igin,

M" _ [ 1 Fon/Fan—1 ]
Forp—1 Fon/Fon—1  Fani1/Fan—1
olusturalim.
lim —% = oldugundan, lim 2% = ¢ olur.
k—oo Fr—1 n-oo Fopn—1
F. F _
lim =2 = jim =22 + 221 g+ 1 = o2
koo Fop g koo Fop g Fopg
Buradan,
. M 1 «a
lim = [ 2
n-oo Fop—1 a o
olur.

Q™ matrisi i¢in ayn1 islemi yapacak olursak,

Qn — Fn+1 Fn ]
E, Fpql
Fny1 Fn 7
Q" _ | Fn-1 Fn-a
Fp—1 Fn @ Fpa
Fp—1  Fp-1l
bulunur.
Burada limit uygularsak,
Q" 2
lim = [a a]
n—oo n-1 a 1

bulunur [11].

4.4 S Matrisi
Elemanlar1 Fibonacci ve Lucas sayilarindan olusan S matrisi, Lucas ve Fibonacci
sayilarinin birlikte yer aldig1 bagintilarin ispatlarinda kullanilmasi agisindan 6nemlidir.

4.4.1 Tanim S matrisi asagidaki sekilde tanimlanir.

N R DN]| -
N~ DN]| Ul

Buna gore,
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1 5111 5 3 5
2_cc_|2 2|2 2[_|2 2
S_S'S_l 17|11 1‘_11 3
2 2 22 25 2 2
3 _ 2 _
s =ss2= >
olarak devam eder. [12]
4.4.2 Teorem n > 1 olmak iizere,
L, 5E,
2 2
St =
fo In
2 2
dir.
Ispat: Esitligi gostermek icin tiimevarim yontemini kullanalim.
n = 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.
L; 5F 1 5
s=12 2|_|2 2
F, Ly 1 1
2 2 2 2
dogru olur.
n = k i¢in dogrulugunu kabul edelim yani,
L, 5F;
k_ |2 2
TR L
2 2
olsun.
n = k + 1 i¢in dogru oldugunu gostermeliyiz. Yani,
Liv1 5Fesq
Sk+1 — 2 2
Frs1 L
2 2
oldugunu gosterecegiz.
Sk+1 — SSk
oldugundan
1 57 [Lx 5F Ly +5F, 5F, + 5L
k+1 — k_|2 2| ]2 2 | _ 4 4
ST =SS = 1 1 |F, Lg| |Lx+F. 5F+Lg
2 21 L2 2 4 4

bulunur. [12]
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Matris esitligi tanimindan,

L.satir 1. siitun elemanlarinin esitligi i¢in,

Lk+5Fk =Lk+Fk+4Fk
= (2Fg41 — Fy) + Fy + 4F
= 2F,,, + 4F,
= 2(Fr+1 + 2F)
=2(Fi41 + Fe + Fy)
= 2(F + Fi+2)
= 2Ly41

Boylece,

Ly + 5F _ 2Ly 41 _ Li+q
4 4 2

1. satir 2. siitun elemanlari i¢in,

SFc + 5L, 5(F+ L)  10Fe;  5Fgeq

4 4 4 2
2. satir 1. siitun elemanlari igin,

L+ Fe _ 2Fka _ Fien

4 4 2
bulunur [12].
4.4.3 Teorem n > 1 i¢in,
. L2 —5E? = 4.(—1)" (4.13)
Ispat:
1 5
_|2 2
S= 1 1
2 2
1| = 51 -4 1
B 22 4

Teorem 2.3.7 kullanilirsa,

bulunur. [12]

4.4.4 Teorem
2Lpin = LyyLy + 5F,F, (4.14)
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esitligi saglanir.
Ispat: S™. 5™ = S™+" oldugundan,

Ln 5F,] [Lm 5Fn

2 2| |2 2| [Enkm +5FFR) /4 5(Falo + LuFn)/47_
Fo Lo | fFn  Im Byl + LuFp) /4 (LpLm + SE,Fyp)/4
2 2 2 2

Buradan matrislerin esitliginden;

Lyim _ LyLy + SE By

2 4

4Lpym = 2(LyLy + 5F,Fp)

2Lyem = LyLm + S5E,Fy

elde edilir.

Lntm

Fnym

5Fntm

Lntm

Ayrica bu matrislerin esitligi kullanilarak Denklem (4.11) kolaylikla gdsterilebilir.

Matrislerin 2. satir 1. siitun elemanlarinin esitligini kullanirsak,

FoLy + LyFy _ Frim

4 2
2Fmin = Fnly + By Ly
elde edilir [12].
4.4.5 Teorem
1.
L2 + 5F% = 2L,,
2.

Fon = By Ly

Ispat: Matrislerde S™. S™ = 52" oldugundan,

h

3

Ln Ln 5B [Lan

2 2 2 2 |_|2

Fn Ln I Ln FZn
2 2

2 2 2
L% + 5E? E,L, + 5F,L,
4 4 _
E,L, + E,L, 5EZ + L2
4 4
L2 +5FE?  5E,L, Lon
4 2 _| 2
E,L, S5E2 + 13 h
2 4 2
Matrislerin esitliginden,
1.
L2 + 5F% = 2L,,
2.

Fon = Ey Ly
bulunur [12].
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2
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4.5 R Matrisi
Bu matris ilk olarak Hoggatt ve Ruggles tarafindan 1963 yilinda ¢alisilmistir.

4.5.1 Tanim R matrisi

2
k= [2 _1]
seklinde tanimlanir [10].
R ve Q matrisleri kullanilarak, Denklem (3.20) tekrar ispatlanabilir.

Esitlik; L2 — L,_1Lp4q = 5(—1)" seklindeydi.
R. Q™ matrisini olusturalim:

1 2 Fn+1 Fn ]
R.Q" = :
Q [2 _1] E. F,_,
Foy1 + 2, F,+ 2F,_,
2Fn1 — By 2B, — Fhg

[ B+ (B + Frp)  Foog+ (Fq + Fn)]
.Fn+1+(Fn+1_Fn) Fn+(Fn_Fn—1

_| B+ Fyy  Fuqt Fn+1]
-Fn+1+Fn—1 Fn+Fn—2

— Ln+1 Ln ]
Ln Ln—l
|R.Q"| = |R[|Q"|
oldugundan
|1 2 | Fn+1 Fn — Ln+1 Ln
2 -1l Fn Fn—l Ln Ln—l

—5. (Fn+1-Fn—1 - Fnz) = Lyy1ln_1 — L121
—5.(=D" =5.(=1)"" = Lpq1Lyq — L

L3 = Lp_qLnyr = 5(=1"
bulunur [10].

4.6 Lambda Fonksiyonu ve P Matrisi
4.6.1 Lambda Fonksiyonu
Bu béliimde lambda fonksiyonu kullanilarak matrisler yardimiyla baz1 Fibonacci esitlikleri

elde edilecektir.
4.6.1.1 Tanim A = (ai j)nxn tipinde bir matris olsun. A* matrisini ise A matrisinin her bir

elemanina 1 ekleyerek tanimlayalim.

Lambda fonksiyonu,

A(A) = |A| — |A] (4.17)
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olarak tanimlanir [13].
x+1 y+1

z+1 t+1]°1ur'

n=2igin, A = [JZC 3;] olsun, 0 zaman A* = [

Bu matrislerin determinantlari,

A= [ 2 =xe-
x+1 y+1

=0T Y= DEr D -0+ DE+D
=xt+x+t+1—-yz—y—z-1
=xt+x+t—yz—y—z

olup, lambda fonksiyonu

AA) = A" |- Al =xt+x+t—yz—y—2z— (xt —yz)
=xt+x+t—yz—y—z—xt+yz
=x+t—-y—z

olarak elde edilir [13].
A" matrisi, her bir elemanina sabit bir k sayisi ekleyerek olusturulursa,

A*:[x+k y+k

z+k t+k
olur. Bu durumda,
a_|x+k y+k
|A|_|z+k t+k
=(x+kt+k)—-W+k)(z+k)
= xt + xk + tk + k? — (yz + yk + zk + k?)
=xt+k(x+t)— (z+k(y+2)
=xt—yz+k(x+t—y—2)
olur ki, bu durumda
14| = |Al + kA(4) (4.18)

elde edilir. [13].

Simdi de Q™ matrisinin lambda fonksiyonunu hesaplayalim:

Qn — Fn+1 Fn ]
LR
ny* _— n+1 n
@) = FLb+1 F,_,+1
A@™) =1@™)| - 1"
= [Fpo1Fnoq + Fpgr + B +1— (Fnz + 2E, + 1)] — (Fps1Fnoa _Fnz)
= Fpy1 + Fq — 2F,
=F 1+ Fppr—F)— K
=Fa+tF— kK
=F1+ (Foor — B
= Fp1—Fuo
— in-3
bulunur. Denklem (4.18)’ da A yerine Q™ matrisini alirsak,

(@M =1Q™ + k 2(Q™)
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|(Qn) | n+1Fn 1 Fn2 + an—3
(D" + kF,_3 (4.19)
bulunur [13].

4.6.1.2 Teorem
4E} = FpipoFnpq — FyFpos + (=1D)™ (4.20)
esitligi saglanir [13].

Ispat: Denklem (4.19)’de (Q™)* matrisini olustururken k sabiti yerine 6zel olarak k = F,
alirsak,

I(Q”)I (=D + FyFy

(Qn) — n+1 + F F + F ] [ n+2
E, + F EFl +F Fn+1
@1 =5 pn = 1)"
Fn+2Fn+1 4F - ( 1)” Tl 3

4E7 = FpppFnpr — FyFoos + ( 1)n+1
esitligi elde edilir [13]

4.6.2 P Matrisi
4.6.2.1 Tamim P matrisi,

00 1 F§ FoFy Ff
P = O 1 2| = 2FOF1 FZZ_F()F]_ 2F1F2
111 F{ FiF; F}

olarak tanimlanir. Bu durumda,

1 1 1 F1F2 F3
PZ == 2 3 4 - 2F1F2 FlFZ 2F2F3 N
1 2 4 F2F3 F32
(1 2 4 F,F3 F3
P3 =14 7 12 - 2F2F3 F42 _F2F3 2F3F4,
4 6 F3F, F?
olarak devam eder [13].
4.6.2.2 Teorem
Fﬁ 1 Fn—an Fn2
P™ = |2F, 1 F, F1%+1_Fn—1Fn 2FFniq
E? FoFniq Fi
glur [13].
Ispat: Tiimevarim kullanacagiz.
n =1 i¢in,
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P=10 1 2

1 1 1

001]

matrisi elde edilir.
n > 1 dogal sayis1 i¢in iddiamiz1 kabul edelim. Oyle ki;

Fia Fn_1Fy E?
P" = |2F, 1 F, F1’%+1_Fn—1Fn 2F, Foiq
Fn2 FnFn+1 Fr%+1
olsun. Gostermemiz gereken ise,
Fn2 FnFn+1 Fr%+1
Pt = (2K, Foyy Ffiz = EiFnpr 2Fni1Fpye
Fﬁ+1 Fn+1Fn+2 F1$+2
oldugudur.
Pn+1 = p.pn
oldugundan,
0 0 1 FT%—l Fn—an Fn2
P.P*=10 1 2|.|2F,1F, F,$+1 —F,_1E, 2E,F,4
, 111 E} FpoFniq Fr%+12
Fn FnFn+1 Fn+1
= 2Fy 1 Fy + 2F7 Fip1 — Fpo1Fy + 2F Fryq 2F Fpy1 + 2F7
Fro1 + 2By Fo + B Frias + FaFoss B + 2B Py + Bl
i 2F,_1E, + 2E? = 2E,(F,_, + E,) = 2E,F, 14
ii. Fr%+1 — Fy1Fy + 2F Foyyq 2= Fr%+1 — By (Fuy1 — F) + 2B Fgg
= Fpiq + 2B Fppq + Fn2 — FaFnia
= (§n+1 + Fn)z — FaFnia
) = Fpyo — FiFny
m. 2F Fryy + 2F54q = 2Fy1 (B + Fgq) = 2F 1 Fayo
iv. Fi o+ 2F 1 Fy + Bf = (Fuoy + B)? = Fiyy
V. Fioi + EyFngq = Fryg(Fgq + By) = FryiFogo
Vi Ff + 2F;Fryq + F1%+1 = (Fy + Fpi1)? = (Fpy2)®
Fn2 FnFn+1 Fr%+1
Pl = 2F Fayq F1$+2 —FaiFnv1 2Fni1Fne
Fr%+1 Fn+1Fn+2 Fr%+2

matrisi elde edilir ve iddia n + 1 i¢in dogrulanmis olur.

Herhangi bir X3,3 matrisi i¢in d(X) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.

c

f

i

a
d
g

b
X= e
h

olmak tizere,
at+e—b—d b+f—-c—e

0= |gshog-e eti-h—f
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olur.
X yerine P™ matrisini alirsak,

Fr%—1+F1%+1_4Fn—1Fn 2Fn—1Fn+2FnFn+1_Fnz_F7%+1
3Fn—1Fn+FnFn+1_Fnz_Fr%+1 2F7%+1_3Fn+1Fn_FnFn—1
olarak bulunur [13].

o(P™) =

Burada asagidaki teoremleri kullanarak determinantin elemanlarini diizenleyelim.

4.6.2.3 Teorem
Fi g+ Fipy —4F 1 Fy = Fpp s (4.21)

esitligi saglanir [13].

ispat:
F?%—l + FT%+1 —4F, 1k, = Fr%—l + (F, + Fn—l)2 —4F, 1k,
=F? |+ E?+ 2F,F,_, + F}_, — 4F,_4FE,
= 2F? | + E? — 2F,_,F,
=Ff = 2R Fp_y + Fi 4 + F7_y
=(F, — Fn—l)z + Fr%—l
= Ff_, + Ff_;
= Fp(n-2)+1 = Fan-3
elde edilir.
4.6.2.4 Teorem
2Fy_1Fy + 2F Fpyq — Ff — Fr$+1 = Fon— (4.22)
esitligi saglanir [13].
Ispat:

2Fn—1Fn + 2FnFn+1 - Fn2 - Fr%+1 = 2Fn(Fn—1 + Fn+1) - (Fnz + Fr$+1)
= 2F Ly — 2Fp 44

= 2Fn — Fopia
= Fon — (Fant1 — F2n)
= Fon — Fona
= Fon—
4.6.2.5 Teorem
Fn2 +Fr%+1 — 3Fp1Fy — ByFpyq = Fr%—z (4.23)
esitligi saglanir [13].
Ispat:
Fn2 + Fr%+1 - 3Fn—an - FnFn+1 = Fn2 + (Fn + Fn—l)z - 3Fn—1Fn - Fn(Fn + Fn—l)
=FE?+ E? + F?_, + 2E,F,_; — 3F,_1F, — E? — E,F,,_4
=F? - 2F,F,_ + F_,
= (Fn - Fn—l)2
= Frf—z
bulunur.
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4.6.2.6 Teorem

3Fns1bn + FyFpq — 2Fr%+1 = Fp ol — (D" (4.24)
esitligi saglanir [13].

Ispat: Esitligin sol ve sag tarafinin birbirine esit oldugunu gostermeliyiz.
Sol taraf i¢in,

3Fn+1Fn + FnFn—l - 2Fr%+1 = 3(Fn + Fn—l)Fn + FnFn—l - Z(Fn + Fn—l)z
= 3E% + 3E,Fyy_1 + E,F,_1 — 2(E? + 2E,F,_, + F2_))
= 3E? + 4E,F,,_, — 2E? — 4F,F,_, — 2F?_,

=F - 2Fr%—1
Sag taraf i¢in,
Fn—ZFn—l - (_1)n = (Fn - Fn—l)Fn—l - (_1)71
= FF_, — FT%—l - (_1)11
elde edilir.

Teorem 3.2.1 (Cassini Teoremi)’de

Fop1=F +Fq
yazilirsa,

(Fn + Fn—l)Fn—l - Fnz = (_1)71
FoFpq + Fr%—l - Fnz = (D"
elde edilir. Boylece,

Fn—ZFn—l - (_1)11 = FnFn—l - Fr%—l - (FnFn—l + Fr%—l - Fnz)
= FFq — Fr%—l — FFp_q _Fr%—l +Fnz

iy
bulunur.
O halde,
a(Pn) — Fr%—1+Fr%+1_4Fn—1Fn 2Fn—an-|'2F111:'11+1_Fnz_F‘r%+1
31'711—1Fn'|'FnFn+1_Fnz_Fﬁ+1 2F13+1_3Fn+1Fn_FnFn—l
— FZn—3 FZn—Z
_Fr%—z (_1)11 - n—ZFn—l

= Fon—3[(=1)" = Fy_aFy_q] + Ff 3 Fan_»

= (_1)71(};'1%_1 - Fn—BFn—Z)
elde edilir.

Burada gosterilmek istenen P™ matrisinin @ fonksiyonu altindaki goriintiisii (—1)™. P2

matrisinin a,, merkez elemani oldugudur [13].
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Boliim 4°te yer alan ¢ok sayida teoremden de goriilebilecegi lizere girdileri Fibonacci veya
Lucas sayilar1 (ve hatta Fibonacci ve Lucas sayilari) olan 2x2,3x3 matrisler tanimlanarak
ve matris cebri kullanilarak ¢ok sayida Fibonacci ve Lucas sayilarinin denklemlerini tekrar
ispat etmek ve hatta yenilerini tiretmek miimkiindiir. Simdi ise bu tarz matrislerin nasil elde

edilecegine bakacagiz.

4.7 2x2 Tipinde Fibonacci Matrislerinin Elde Edilmesi
Bu boliimde 2x2 tipinde olan, onceki bdliimlerde detayli sekilde incelenen Fibonacci

matrislerinin nasil elde edildigi incelenecektir.

4.7.1 Teorem A bir kare matris olsun ve A2 = A + I sartin1 saglasmn. Her n tam sayis1 igin

A" = B A+ F, 41
olur.
Ispat: Tiimevarim kullanacagiz.
n = 0 igin,

A°=1=0A+F_;I
n = 1 degerlerinde,
n = 1 igin,

Al=A=A+0l=F.A+Fyl
oldugundan iddia dogru olur.
n = k i¢in iddiamizin dogru oldugunu kabul edelim. Gostermemiz gereken ise iddiamizin

n = k + 1 i¢in dogru oldugudur.

AL = Ak A = (F A+ Fy_11). A = F A? + F_,A
Burada, A% = A + I oldugundan,
= Fii1A + F 1 (4.25)
olur.

Simdi ise ispatin negatif tam sayilar i¢in dogru oldugunu gosterelim.
n = 1 degerleri igin,

A"=F A+F_, 41
oldugunu gosterelim.

A =A+1
oldugundan,

AA-1D =1
olur. Boylece A matrisi tersinirdir.
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At =A-]
olur.
A1 = A — I oldugundan,

—Al=1-A
olur.
Simdi Bir € matrisi tanimlayalim ve

C=1—-A=-A"1
olsun.

C? =(I—-A)?=1-24+A2=1-2A+A+I=1+1-A
=1+ —-4)
=1+C
Burada elde edilen C? =1+ C esitligi goz Oniine alinirsa tiimevarim ilkesinden

yukarida ispatladigimiz gibi C"* = E,C + F,,_;I oldugu kolaylikla goriiliir.

Buradan her n > 1 igin,

(A" = Fn(_A_l) +Fql =B —A) + Fyql
=—-FA+ (F 1 +F)I=—-FA+F, 41
elde edilir. Denklem (3.15) kullanilirsa,

AT = (—D"E A+ (—1)"F, 441
=F,A+F_, 41
bulunur [7].

Simdi ise Teorem 4.7.1°1 kullanarak kuvvetleri Fibonacci sayilari ile ilgili matrisler elde
etmeye calisalim.

Ozdegerleri a ve B olan, keyfi 2x2 tipinde matrisler alalim. K bu sekilde bir matris olsun.
Bu durumda K’nin karakteristik denklemi x? —x—1=0 seklinde olacaktir.
Cayley Hamilton Teoremine gore, K matrisi kendi karakteristik denklemini saglayacaktir.

Dolayisiyla K2 = K + I bulunur. Teorem 4.7.1 uygulanirsa, her n tam sayis1 igin,

K" =FE,K+F,_41 (4.26)
olur.

Genelligi bozmadan;
N E
k= [z t]

Bir matrisin 6zdegerlerin toplami o matrisin izi, 6zdegerlerinin ¢arpimi da o matrisin

olsun.

determinanti olacagindan ve (3.10), (3.11) esitliklerini kullanirsak
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x+t=1 (4.27)
xt—yz=-1 (4.28)
olur. Eger y = z = 0 ise
a 0
k=[5 g
elde edilir. Burada genelligi bozmadan y ve z den birisini (diyelim ki y yi) sifirdan farklh
alalim. Bu durumda (4.27) ve (4.28) esitliklerinden,

X y
— |14+ x—x?

y
bulunur. Burada K’nin 6zdegerleri a ve f oldugundan,

— X

K*=K+1
kosulu saglanacaktir. (4.26) uygulanirsa,

xE, +F,_1 vE,

K" = |14 x — x?
—FE (-x)F +F,_,

bulunur [7].
4.7.2 Sonug¢
x y
K=|[1+x—x2
— 1—x
y

matrisinde x =1 ve y =1 olarak alinirsa daha once inceledigimiz. Q = H (1)] ve

_ Fn+1 Fn

Q" = E F ] matrisi elde edilir [7].
n n—-1

4.7.3 Sonu¢ K Matrisinde x = 1/2 ve y = 5/2 olarak alinirsa, daha 6nce inceledigimiz.

_[1/2 5/2
S= [1/2 1/2
matrisi elde edilir ve
on L,/2 5E,/2
E, /2 L,/2

olur [7].

4.7.4 Sonu¢ Asagidaki N matrisini de biz liretelim.
B B . 12 1 n_[Faez R ]
x—2vey—101makuze:re,N—[_1 _1] ve N _[_Fn “F,_,

matrisi ise 2x2 tipinde elde edilen baska bir matristir. Bu tarzda matrisler kullanilarak
Fibonacci ve Lucas esitlikleri tiiretilebilir. Ornegin tanimlanan N matrisi ve Teorem 2.3.7

kullanilarak,
IN™ = (="
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|Nn| = Fn+2(_Fn—2) - (_Fnz) = Fn2 —FhoFhy, = GOk
oldugundan,

Ef — FpyaFpy = (=1)" (4.29)
esitligi kolaylikla tiiretilebilir.

4.8 Sonsuz Boyutlu Fibonacci Matrisi

Bu boliimde ise bir problemden yola ¢ikilarak olusturulan sonsuz boyutlu bir Fibonacci
matrisi incelenecektir.

David M. Bloom’un 1996 yilinda ortaya attig1 asagidaki probleme bakalim. Problem su
sekildedir:

FiF;Fy,
i,j,k>0
i+j+k=n
toplam1 neye esittir?
Omegin n = 4 alirsak
FiFjF, = FiF1F, + FiF,F; + F,Fi Fy
i+j+k=4
bulunur.
Bu problemin ¢6ziimii, C. Libis tarafindan calisilmistir. Coziim sonsuz boyutlu bir

Fibonacci matrisini igerir. Bu matris su sekildedir.

HOn
Hip
H=| :
Hmn
Her bir h; ; eleman1 agagidaki gibi tanimlanir.

hoj =10 j = 0ise
h],] =1 ] > 1ise
hi,j =0 P> ] ise

hi,j = hi,j—Z + hi,j—l + hi—l,j—l i=>1ve ] > 2 ise [10]
Notasyon: h; ; ile H matrisinin i. satir j. siitun elemani kastedilmistir.

4.8.1 Teorem

hin=F, (4.30)
esitligi saglanir.

Ispat:
hij=hyj2+hyj1+hoj
= hl.]'—Z + hl,j—1
hio = 0 ve hy; = 1 oldugundan,
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h1'2:h1'0+h1’120+1:1:Fz
h1,3:h1,1+h1’2:1+1:2:F3
h1'4=h1'2+h1’3=1+2=3=F4

hin=hin2thip1=Fot+F1=F
elde edilir.
Tiimevarimla da gosterecek olursak,
n =1 i¢in,

hi,=1=F
olup, dogru oldugu goriiliir.
n = k i¢in dogrulugunu kabul edelim.

hi = F
olsun.
n=k+1igin,
hyks1r = hog—1 + hop + hog
= Fy1 + F = Frqq
olur [10].

4.8.2 Ornek h; s 1 hesaplayalim.
hys = hysz + has + hyy
= (hg1 + hyo + hig) 4 (hyy + hys + hys) + F,
=(0+1+F)+[1+4 (hyy +hys+hiy)+Fs]|+F,
=2+[1+(0+1+F)+2]+3=10

H matrisini derinlemesine inceleyecek olursak: Oncelikle bu matris bize girdileri Fibonacci
sayilarindan olusan sadece 2x2 ya da 3x3 tipinde sonlu boyutlu matrisler degil, sonsuz
boyutlu matrislerin de var olabilecegini gostermektedir.

H matrisinin, Vj = 0 igin hy ; = 0 oldugundan H sonsuz boyutlu matrisinin ilk satir
elemanlarinin hepsi 0 dir. Bu satira sifirinci satir diyebiliriz. Ayrica herhangi bir 0. satir ya
da siitun elemaninin 0 olacag: asikardir.

h;; = 1 oldugundan H matrisinin asal kdsegen tizerindeki tiim elemanlar: 1 dir.

[ > j iken h;; = 0 oldugundan, H matrisi iist liggensel matristir. Boylelikle H matrisinin
determinant1 kdsegen elemanlarinin ¢carpimai ile bulunabilir.

i=1 vej=2i¢in h;;=h;j_5+h;j_q+hi_4;_ 1 oldugundan (Tekrarlama bagimntis1)
her bir h;; elemamni aym satirdaki h;;_,, h; j_; elemanlarini ve bir 6nceki satirdaki
hi_1,j—1 elemanini toplayarak elde ederiz. (Burada h;_; j_; eleman1 h; ;_;’in bir Ustiindeki
elemandir.)

Boylece H sonsuz boyutlu matrisi su sekilde elde edilir.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...
0]0 0 0 0O O 0 0 0 0 0 0
110 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 «—F,
H = 210 0 1 2 5 #0\20 38 71 130 235
310 0 0 1 39 22 51 111 233 474
410 0 0 0 1 4 14 40 105 255 593
510 0 0 0O O 1 15 56 176 487 918
4.8.3 Ornek
hse =hs4 +hss+ hy,
=34+94+10 =22
4.8.4 Ornek

hy7 = hys+hye + hig
=10+20+8 =38
olarak bulunabilir.

Asil fark etmemiz gereken ise,

hy,=18+15+23+3.2+51+81=38
= F1F6 + F2F5 + F3F4 + F4F3 + F5F2 + F6F1
= F1h1,6 + FZhl,S + F3h1,4 + F4-h’1,3 + F5h’1,2 + F6h’1,1
7

bulunur.
Bunu daha da genelleyecek olursak asagidaki teoremi elde ederiz.

4.8.5 Teorem n > 2 icin

hZ,Tl = Z F}Fk (431)
jre1
j+k=n
Ispat: Tiimevarim kullanacagiz.
n = 2 i¢in,
hy2 =1=FF
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Simdi iddiay1 m = 2 ve m € N i¢in kabul edelim.

hym = IGFk
jk=1
jtk=m
olsun. O zaman,
m
S = b
jtk=m+1
m

=yn 1FFm ]+2m 1FF —1—-j + FpF_1 ve
F_; = 1 oldugundan,

= hz,m + h2,m—1 + hl,m

= h2,m+1
olarak bulunur.
hy, = F, oldugundan,

n n
hyn = z FiF; = ZFiFn—i = ZFihl,n—i (4.32)
i=1 im1

[,jz1
i+j=n

elde edilir [10].
hs, elemanlarimi bulmak icin de, hy,_1,hp -2, ..., 1 elemanlan ile Fi, F, ..., F_q
elemanlarini sirastyla ¢arpar toplariz.

4.8.6 Teorem n > 3 i¢in

n
Bam = ) Fihon (4.33)
i=1

Ispat: Tiimevarim kullanilir.
n = 3 i¢in,

Z Fi h2,3_i == Fth,Z + FZhZ,l + F3h2,0 = 11 + 10 + 20 = 1 = h.3,3
i=1
n =4igin,
4
Z Fi h2,4—i == F1h2’3 + F2h2,2 + F3h2,1 + F4_h2,0 = 12 + 11 + 20 + 0 = 3 = h3,4
i=1

n i¢in iddianin dogrulugunu kabul edelim.
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n
h&n =:ZE:F}th—i
i=1
dogru olsun.

n + 1 i¢in dogrulugunu gdsterelim.
n+1 n+1
Z Fihyny1-i = Fihon + Z Fihyn1-i
i=1 i=2

j+ 1=1i donilisiimii yapilirsa,

n
= Fihy, + Z Fip1 hon-j
j=1

Fi41 = Fj + Fj_; oldugundan,

n
= Fihyp + Z(F} + Fi_1) hon—j

j=1
n n
= Fihyn + Z Fyhyn-j + Z Fi_1hyn-j
j:l ]=1
n

elde edilir [10].

4.8.7 Ornek

h3,7 = Z F; h2,7—i

i=1
= Fihye + Fohy s + F3hy g + Fyhy 3 + Fshy o + Fohy o
=120+110+25+3.2+5.1+8.0=51.

Simdi boliimiin basinda bahsedilen problemin yeniden dénelim:

hsn= Y FEF,

ij k=21
. i+j+k=n
Ispat: Teorem 4.8.6 ve Teorem 4.8.5’1 kullanalim.

4.8.8 Teorem
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=1
n
=Y R( ) ER)= ) FER
i=1 jk=1 ij k=1
Jjtk=n-i i+j+k=n
bulunur [10].
4.8.9 Ornek
has= ) FiFjF
i,jk=1
i+j+k=5
=F Z FiF, + F, Z FF, + F; Z FiFy,
jk=1 = jk=1
j+k=4 j+k=3 j+k=2

= Fi(FiF; + F,F, + F3F)) + F,(FiF, + F>F,) + F3(F, Fy)

(

L2+ 114+2D+1L(11+11)+2.(1.1) =9

5

hss = Z Fihys_i = Fihy 4 + Fyhy 3+ Fshyp + Fyhy 1 + Fshy
=~

4

=15+12+4+21+4+3.0+50=9
olarak da bulunabilir.

Herhangi bir m. satir n. siitundaki h,, ,, elemanini asagidaki sekilde genelleyebiliriz.

4.8.10 Teorem m = 2 olmak lizere,

n
hpn = Z 1Fihm—1,n—i (4.35)
i=

Ispat: Oncelikle tiim m degerleri icin dogru oldugunu kabul edelim ve n degerleri icin
dogru oldugunu gosterelim. Bunun i¢in timevarim kullanacagiz.

n =1 i¢in,

1
hm,l = Z Fihm—l,n—i = Flhm—l,O
i=1
0=0
n degerleri i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

n
R = Z 1Fihm—1,n—i
=
dogru olsun.

n + 1 i¢in dogru oldugunu goéstermeliyiz.

n+1
E Fihm—l,n+1—i
i=1
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n+1
= Flhm—l,n + § Fihm—l,n+1—i
i=2

j + 1 =i doniisiimii yapalim.

n
= Flhm—l,n + Z ) IF}'+1hm—1,n—j
]:

Fi41 = Fj + Fj_; oldugundan,
n
= Flhm—l,n + Z ) 1(};} + F}'—l)hm—l,n—j
]:

n n

= Flhm—l,n + Z ) F}'hm—l,n—j + Z ) P}'—lhm—l,n—j
Jj=1 j=1
n n-1

= Flhm—l,n + z . F}'hm—l,n—j + z - F}'hm—l,n—j—l
= =

n -
=Fhp 10+t Z 1 F}'hm—l,n—j + Fohm-1n-1+ Z - P}'hm—l,n—j—l
J= J=

Fy = 0 oldugundan

n n-1
= Flhm—l,n + z . F}'hm—l,n—j + z - F}'hm—l,n—j—l
J= J=

=hm-1n+ hmn + hin-1 = Rt
elde edilir.
Simdi de n >0 degerleri i¢cin dogrulugunu kabul edip esitligin m > 2 i¢in dogru

oldugunu gosterelim.

m =2 igin hy, =X F;hy,—; (4.32) elde edilir.

m = t i¢in dogru olsun.
n
= Z Fihe_1n-
=1

m=t+1icin
n n
thn i = F(htn i-2 F Reno1- l+ht—1,n—1—i)
Zthn12+z thn11+ thlnlL
n 1
i 1Fh't,n—L—Z'i' i_lFlht,n—l l+z th 1n—-1-i

= hty1in-2 + Reran—1 + Renq

= ht+1,n
olup, dogru oldugu goriiliir [10].

4.8.11 Ornek
6
hye = Z 1Fih3,6—i =Fihzs + Fyhg g + F3hs 3 + Fyhs; + Fshy g + Fghs
1=

=19+13+21+3.0+50+0.0
=14
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5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada Fibonacci ve Lucas sayilar ile bu sayilardan olusan matris yapilar1 ayrintili
olarak incelenmistir. ilk olarak Fibonacci ve Lucas sayilarma iliskin temel tanim ve
teoremler verilmis, bu say1 dizilerinin altin oran ile iligkilerine deginilmistir. Ardindan
Fibonacci ve Lucas sayilart ile iligkili matrisler tanimlanmis ve bu matrislerin ¢esitli

Ozellikleri arastirilmistir.

Calismanin asil kismini olusturan matris incelemelerinde o6zellikle Q,M,S,R ve P
matrisleri lizerinde durulmustur. Bu matrislerin kuvvetleri hesaplanmis, Fibonacci ve
Lucas sayilart ile aralarindaki iliskiler ortaya konulmus ve bazi klasik Fibonacci
Ozdeslikleri matris yontemleri kullanilarak yeniden elde edilmistir. Ayrica bu tarz
matrislerin hangi 6zellikleri sagladig1 ve ne sekilde elde edilebilecegi incelenmistir. Buna
ek olarak sonsuz boyutlu Fibonacci matrisleri ve bu matrislerin girdileri incelenmis, bu
matrisin elemanlarmin Fibonacci sayilar ile iligkilerine deginilmistir. Fibonacci ve Lucas
sayilarinin yalnizca say1 dizisi olarak degil, ayn1 zamanda lineer doniistimler ve matris

yapilariin bir pargasi olarak degerlendirilebilecegi de goriilmiistiir.

Sonug¢ olarak Fibonacci sayilari ile iligkili matrislerin, lineer cebir ve sayilar teorisi
arasinda 6nemli bir kdprii olusturdugu goriilmiistiir. Ileride, bu calismada ele alinan matris
yapilar1 Pell, Jacobsthal, Tribonacci ve benzeri say1 dizilerine genellestirilebilir. Bu
yonleriyle Fibonacci matrisleri, hem teorik matematik hem de uygulamali matematik

acisindan arastirilmaya acik bir ¢calisma alani olusturmaktadir.
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