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OZET

R-BONACCI POLINOMLARI VE TUREVLERI
DOKTORA TEZi
OZNUR OZTUNC
BALIKESIR UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. NIHAL YILMAZ OZGUR)

BALIKESIR, HAZIRAN - 2014

Bu tez ¢alismasinda R-Bonacci polinomlart ve tiirevlerinin sifir yerlerini
acik ifadelerle belirlemek amaciyla uygun yontemler arastirilmistir.

Ilk olarak R-Bonacci polinomlarinin sifir yerlerini belirlemek icin simetrik
polinomlar elde edilmistir. Simetrik polinomlar yardimiyla 6zel durumlarda
referans noktalar1 bulunarak sifir yerleri hesaplanmigtir. Diger yandan simetrik
polinomlarm diger durumlarda sifir yerlerinin karakterizasyonuna elverisli
olmamasindan dolayr R-Bonacci polinomlarinin sifir yerlerini igeren ideal bir
halka bolge elde edilmesi amaglanmigtir. Oncelikle iyi bilinen Lucas esitligi
kullanilarak bu polinomlarin sifir yerlerini igeren yeni bir halka bolge elde
edilmistir. Ayrica sifir yerlerinin mutlak degerleri igin Gershgorin teoremi
kullanilarak {ist smir bulunmustur. R-Bonacci polinomlarinin sifir yerlerini iceren
yeni halka bolgelerin bilinen tekniklerle elde edilen bélgelerle kiyaslamasi
yapilmistir,

Daha sonra R-Bonacci polinomlarimin tiirev polinomlarinin  bazi
siniflarinin - sifir yerleri simetrik polinomlar yardimiyla hesaplanmistir. Sifir
yerleri elde edilemeyen tiirev polinomlarinin sifirlari igin yeni halka bélgeler
kullanilmigtir. Ayrica tiim Fibonacci polinomlarinin birinci mertebeden tiirevinin
sifir yerlerinin sagladigi bir esitlik elde edilmistir. Son olarak Lucas
polinomlarinin sifir yerlerini Fibonacci polinomlarinin sifir yerlerine resmeden
fonksiyonlar bulunmustur. Bu fonksiyonlarin sifirlar1 nasil resmettikleri
incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER: R - Bonacci Polinomlari, Simetrik Polinomlar,
Gershgorin Cemberi




ABSTRACT

R-BONACCI POLYNOMIALS AND THEIR DERIVATIVES
PHD THESIS
OZNUR OZTUNC
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF. DR. NIHAL YILMAZ OZGUR)

BALIKESIR, JUNE - 2014

In this thesis, appropriate methods are investigated in order to determine
explicitly the zeros of R-Bonacci polynomials and their derivatives.

At first, symmetric polynomials are obtained to determine the zeros of R-
Bonacci polynomials. These zeros are calculated with the help of symmetric
polynomials, finding reference points in some special cases. On the other hand, it
is aimed to obtain an optimal annulus area which includes the zeros of R-Bonacci
polynomials since symmetric polynomials are inconvenient for characterization
of the zeros of these polynomials in other cases. Initially, a new annulus area
containing the zeros of these polynomials is obtained using well known Lucas
identity. Also, an upper bound for absolute value of the zeros is found making use
of Gershgorin theorem. These new annulus areas that include the zeros of R-
Bonacci polynomials are compared with the areas obtained by known techniques.

The zeros of some classes of the derivatives of R-Bonacci polynomials are
calculated by means of symmetric polynomials. The new annulus areas are used
for the zeros of derivatives of these polynomials whose zeros can not be obtained.
Moreover, an identity satisfied by the zeros of first order derivative of Fibonacci
polynomials is obtained. Finally, the functions mapping zeros of Lucas
polynomials to zeros of Fibonancci polynomials are found. Also, it is examined
how these functions map zeros.

KEYWORDS: R —Bonacci Polynomials, Symmetric Polynomials, Gershgorin
Circle
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ONSOZ

C. Morley der ki: “Bir matematik problemine dalip gitmekten daha biiyiik mutluluk
yoktur". Gergekten Ingiliz Matematik¢i G.H. Hardy de insanlarin tipki hos bir melodiyi
sevdikleri gibi matematige belli bir deger verip ve ondan hoslandiklarint sdylemistir.
Matematikg¢iler de matematik yapmanin giizelliginin bilincinde yeni teoriler ortaya atip, bu
teorilerin fizik, kimya, tip, miihendislik, tip vb. alanlarda can bulmasin1 saglamislardir.

Oncelikle probleme ¢ok 6nem veren matematikciler problemi ¢dzmek igin gerekli
matematik yontemi uygularlar yoksa kendileri yeni bir yontem yaratirlar. Problem
¢ozilldiiginde de matematik dergilerinde yaym yapmaktadirlar. Iste bu bilimsel ydntemi
Ogrenme siireci lisansiistii egitimden ge¢mektedir. Tabi ki, doktora egitimi akademik
yetkinligin ve entelektiiel birikimin son asamalarindan birisidir. Iste tam bu asamada
tanigmak kismet oldu sevgili danisman hocam Prof. Dr. Nihal Yilmaz OZGUR ile. Ogrencilik
yilimin ilk giliniinden itibaren bana karsi gosterdigi sabir, bana kazandirdigi matematiksel
caligma disiplini ve problem iiretme ve ¢dzme yaklasimlari, ¢apraz disiplinler yaklagim ile
problemime yeni bir ivmeyi nasil kazandirmam gerektigini bana sindire sindire biiylik bir
heyecan ve sevkle dgreten sevgili hocama ne kadar minnettar oldugumu sdylesem azdir.

Egitimim boyunca bana her zaman vakit ayiran engin deneyim ve tecriibelerinden
faydalandigim tez izleme komitesindeki hocalarima tesekkiirii bir borg bilirim.

Doktora bagvuru asamasinda bir kilit gérevi {istlenip bana yol gosteren, bu siirecte
fikirleriyle beslendigim Arastirmaci Unal SIVACIOGLU’na, bu yogun calisma siirecinde
bana destek olan sevgili is arkadasim Uzman Ozlem TULEK’e ve tiim Bilgi islem Dairesi
mesai arkadaglarima tesekkiir ederim.

Tiim egitim-0gretim hayatim boyunca destekleriyle giicime gii¢ katan, her zaman iki
yanimda varliklariyla beni daha da yiireklendiren canim annem Birgiil OZTUNC ve canim
babam Mesut OZTUNC iyi ki varsiniz.

Balikesir, 2014



1. GIRIS:

x’in en biiytk kuvveti n oldugunda . dereceden olarak isimlendirilen

polinomlar en genel halde asagidaki sekilde ifade edilir:

Blxy= z": ax' =ax"+a,_x""+.+ax+a,
k=0
p(x) =0 esitligini saglayan x degerlerine p(x) polinomun sifir yerleri denir.
Reel veya kompleks eslenik seklinde olabilen polinomlarin sifir yerleri yiizyillar
boyunca belki de en popiiler ¢alisma konular1 arasinda yerini almaktadir. Ciinki
polinom ¢aligmalarinin  tarihsel gelisimi incelendiginde, M.O. 2000 yilinda
Mezopotamya’da yasayan eski Bablylon kabilesinin pozitif koklerin nasil
hesaplanabildigini bilmeleri hatta baz1 6zel durumlarda ikinci dereceden denklemleri
de ¢bzebilmeleri buna en iyi ornektir. Eski Yunanlilar ise M.O. 5. ylzyilda bu

¢ozlimlemelere geometrik yorumlamalar da eklemislerdir.

Ikinci dereceden denklemleri lic kategoriye ayirip her biri i¢in ayn ayn
¢oziimleri sadece pozitif kokler igin (negatif ve irrasyonel kokler hari¢) Diofante M.S.
3. ylizyilda vermistir. M.S. 600 yillarinda ise Hintlilerin ilk defa sifiri kesfetmeleri ile
birlikte Arap uygarliklart birinci ve ikinci denklemleri ¢ozebilir hale gelmis olmalarina
ragmen tiglincii dereceden denklemin sadece 6zel durumlarini ele almislardir. 780-850
yillarinda yasadig: tahmin edilen Muhammed {bn Musa el Harizmi 830 yilinda yazdigi
“El Cebr vel Mukabele” adli kitabinda ilk defa “cebir” ve “kék” kelimesini kullanarak

matematik diinyasina bu yeni terimleri tamtmistir.

1500-1515 yillari arasinda Avrupa’nin en popiiler iiniversitelerinden biri olan
Bologna  Universitesinden  profesér Scipione  del  Ferro  (1465-1526)
xX’+ex=d, c¢,d>0 kibik denkleminin ¢0zimi igin genel cebirsel bir ¢oziim
metodu elde etmistir. Fakat modern {iniversitelerde profesdrler yeni c¢alismalarini
hemen yayinlatmalarina ragmen XVI. yiizyilda italya’da akademik ortamn cok farkli

olmasi Ferro’nun bu calismasimi saklamasina neden olmakla birlikte calismalarina

oldiikten sonra ulasilabilmistir.




Rénesans’in gelmesiyle birlikte Italyan matematikgi Gerolamo Cardona (1501-
1576) “The Great of Art” adli kitabinda tigiincii dereceden denklemlerin ¢oziimlerini
derecelerini  diigtirme yontemiyle tamamlamistir. Onun Ogrencisi olan Lodovico
Ferrari’'nin (1522-1565) ayni kitapta dordiincti dereceden denklemlerin ¢oziimii ile
ilgili caligmalar1 da bulunmaktadir. Negatif sayilar hala bilinmemesine ragmen bu

sayilarla yapilan iglemler dogrudur.

1799 yilinda Carl Friedrich Gauss cebirin temel teoremi yani sabit olmayan her
polinomun en az bir kokiinlin varolacagim ispatlamakla birlikte ». dereceden bir
polinomun # tane kokiiniin varlig ispatlamistir. Bundan sonra ¢alismalar besinci ve
daha yiiksek dereceden polinomlarin koklerini elde etmek amaciyla devam eden
caligmalar Will Niels Henrik Abel (1802-1829)’in besinci (ve daha yiiksek) dereceden
denklemlerin koklerini verecek bir formiilin bulunamayacagimi ispatlanmasiyla son
bulmugtur. 1832 yilinda Evariste Galois dlmeden onceki giin arkadasina yazdig1 31
sayfalik mektupta derecesi dortten biiyiik olan her polinom igin ¢alisacak bir 'kdk

bulma yéntemi' bulmanin neden imkénsiz oldugunu anlatmugtir.

En inlist 17. ylizyilda Newton’un iterasyon metodu olan niimerik ¢alismalar
son zamanlarda polinomlarin yaklagik koklerini hesaplamak amaciyla daha agirlik
kazanmistir. Pafnuti Chebyshev (1821-1894) “ The calculation of roots of equations”

adli galismasinda y= f(x) fonksiyonun tersinin seriye acilimini kullanarak

polinomlarin sifir yerlerini bulmustur. XVIIL. yiizyi1lda Bernoulli’nin ardindan XIX.
ylizyilin baglarinda Graeffe’nin metodu en 6nemli niimerik ¢alisma yéntemleri arasina
girmektedir. Robert Hjalmal Mellin (1854-1933) Mellin integrallari vasitasiyla keyfi
polinom esitliklerini ¢6zmiistiir. Andre Bloch (1893-1948) ve George Polya (1887-
1985) rastgele katsayili keyfi dereceden polinomlarin sifir yerlerini arastirmuslardir.
Richard Brauer (1901-1977) cisim teorisini kullanarak besinci dereceden denklemlerin

Klein ¢dztimlerini analiz etmistir [1,2].

Genis bir polinom smifi olan Fibonacci polinomlart ilk kez Belgikal
matematik¢i BEugene Charles Catalan (1814-1894) ve Alman matematik¢i E.
Jacobsthal tarafindan, Lucas polinomlari da 1970 yilinda M. Bicknell tarafindan
tamimlanmigtir. Bu polinom smifimn ¢ikis noktasi modern uygulamali bilimler
diinyasinda halen ¢ok ilgi duyulan ve ¢ok sayida uygulama alani bulan Altin Oran ve

Fibonacci sayilarina dayanmaktadir. Fibonacci dizisi, F,, F;=0,F =1 baslangig
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sartlariyla birlikte F,=F,_, + F,_, tekrarlama bagintisiyla tamimlanir. Ayrica bu dizinin

ardigik iki terimi arasindaki oran altin orana yakinsamaktadir. Bu sayilarin izlerini
mithendislik, doga ve sanattan baglayip [3-13] pargagik ve teorik fizik [14-17] gibi
birgok modern arastirma alanlarinda gérmek miimkiindiir. Bu sayilari, sayilar teorisi,
diferansiyel denklemler, olasilik, istatistik, niimerik analiz ve lineer cebir vb. gibi

matematigin hemen hemen her alaninda gérmek miimkiindiir [18].

1984 yilindan beri Amerika’da organize edilen, bu sayilarin kendisi ve
uygulamalari ile ilgilenen bilim insanlarini bir araya getiren “Fibonacci Numbers and
Theirs Applications” konferansinin kurucularindan V. E. Hoggat Jr ve M. Bicknell
1973 yilinda Fibonacci polinomlarmin Binet formiiliiniin, siniis ve kosiniis hiperbolik
fonksiyonlar cinsinden ifadesini yazip sific yerlerini sade ve kullamsh bir
formiiltizasyon halinde elde etmislerdir [19]. Sayilar teorisinde heniiz cozlilememis
problemlerden biri olan Fibonacci dizisinde sonsuz sayida asal var midir? sorusuna
cevap arayan W. A. Webb ve E. A. Parberry Fibonacci polinomlarinin béliinebilme

ozelliklerini kullanarak bu sorunun cevabim net bir sekilde ortaya koymuslardir [20].

Ayrica, k-elemanli pozitif (a,,a,,..... ,a,) tamsayr koordinatlari Fn(x) Fibonacci

polinomlarmi gostermek tizere ) F,,(x).F,, (x)..F,., (x) polinomlarmn

iceren bu toplami elde etmede farkli ¢alisma konular1 arasinda yerini almaktadir [21].
x"’ nin Fibonacci polinomlarinin birlesimi olarak yazilabilecegi ispatlandiktan sonra

bu polinomlarin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin katsayilar1 arasindaki

bagmtilar incelenmis ardindan integral temsili elde edilmistir [22]. h(x)—Fibonacci

polinomlar1 da aymi tekrarlama bagintisinda h(x) reel katsayili bir polinomu

kullanarak tretilmis bu polinomlarin {ireteg fonksiyonlar;, cebirsel ifadeleri,
karakteristik denklemi, binet formiilleri elde edilmistir [23]. Bazi Fibonacci-tipindeki
polinomlarin reel sifir yerlerinin yakinsadiklari nokta arastirilmus, bazi yorumlamalar
yapilmustir [24]. Ayrica bu polinomlarin Fibonacci polinomlar: gibi sifir yerleri acik
ifadelerle bilinmedigi i¢in bu Fibonacci-tipindeki polinomlarin sifir yerlerinin mutlak
degerlerinin tst sinirm elde etme ve bu polinomlarin reel kike sahip olmalari icin
gerek ve yeter sartlara deginilmis ayrica maximum reel kokiin asimptotik davranist
birgok ¢aligmalarin ana konusu olmustur [25-29]. Hem Fibonacci sayilarinin hem de

polinomlarin birgok uygulamasiyla birlikte temel 6zellikleriyle bulunduran temel bir




kaynak da 2001 yilinda basilmustir [30]. Fibonacci polinomlarin tiirevleri ile ilgili

farkl ¢aligmalarda literatiirde yerini almaktadir [31].

R—Bonacci polinomlari da 1973 yilinda V.E. Hoggat Jr ve M Bicknell
tarafindan ilk defa matematik diinyasina kazandirilmig birgok ¢alismanin da bagin
¢ekmigtir [32]. Bu konunun ilgi ¢ekmesinin nedeni bu polinomlarin 6zel hali
Fibonacci polinomlarimin  olmast ve R—Bonacci polinomlar igin yapilan bir
calismanin daha biiyiik bir polinom smmfin1 kapsamasidir. »=2 iken Fibonacci
polinomlari, r =3 iken Tribonacci polinomlari, » = 4 iken de Quadranacci polinomlari
elde edilmektedir. Fibonacci polinomlarinin sifir yerlerinin formiilizasyonu Hoggat
tarafindan elde edilmis olmasina ragmen, n artarken formiilizasyon zorlastigindan

niimerik yaklagimlar daha agirlikli olarak kullamlmigtir. R-Bonacci polinomlarinin
sifir yerleri Ly agiyla farkeden r-yildizil tizerinde bulunur [33]. Bu calisma ise bu
r

polinomlarin sifir yerlerinin giizel geometrik egriler belirttigini gostermektedir. Dahasi
r =3 iken Tribonacci polinomlarimn Zero Attractor kiimesi elde edilmis ve giizel
geometrik yorumlamalara yer verilmistir [34]. Bu calismada kullanilan teknik

oncesinde Euler polinomlari i¢in yapilmustir [35].

Son donemdeki caligmalardan da goriilebilecegi gibi polinomlarin sifir yerlerini
formiiliize etme polinomlar: karakterize etmek agisindan olduk¢a Snemlidir ki eger bu
miimkiin degilse polinomlarin sifirlari igin iist sinir elde etme konveks bir bélgede kag
tane negatif, pozitif, kompleks kok barindirdigr problemi yillardir giincelligini
korumustur. Hatta bu analizler farkli metotlar: iginde barindiran niimerik ¢alismalarla

da agirhik kazanmgtir [36-38].

R —Bonacci polinomlart ve tiirevlerinin sifir yerlerini incelenmesi amaglanan bu
tezde bu polinomlar iki gruba ayrilarak analiz yapilmustir. Ik olarak R —Bonacci
polinomlarimn sifir yerlerinden olusan simetrik polinomlar elde edilmistir. Bu simetrik
polinomlar R —Bonacci polinomlarinin sifir yerleri sadece n=1 igin elde edilen
referans noktasi yardimiyla hesaplanmigtir. Simetrik polinom tekniginin diger n
degerleri igin yetersiz kalmasindan dolay1 R —Bonacci polinomlarinin sifir yerlerini

igeren ideal bir bolge bulunmasi amaglanmistir. Bunun i¢in R —Bonacci

polinomlarmin sifir yerlerini igeren iist smirlar Gershgorin ve Cauchy teknikleri




kullanilarak elde edilmigtir. Iki teknikle elde edilen yeni sinirlar, literatiirde var olan

sinirlarla kiyaslanmistir. R —Bonacci polinomlari sifir yerlerini igeren sinir igin hangi

yontemin hangi durumda tutarli oldugu arastirilmistir.

Ikinci kisimda R—Bonacci polinomlarinin  tirevlerinin  sifir yerlerinin
formiliizasyonunun elde edilmesi amaglanmistir. Kullanilan teknik ise bu
polinomlarin tiirevlerinin sifir yerlerinden olusan simetrik polinomlardir. Bunun i¢in
oncelikler =2 iken elde edilen Fibonacci polinomlarinin birinci mertebeden sifir
yerlerini veren esitlik elde edilmis ardindan Lucas polinomlariin sifir yerlerini
Fibonacci polinomlarim sifir yerlerine resmeden fonksiyonlar bulunmusgtur. Tribonacci
polinomlari igin {i¢ gruba, R—Bonacci polinomlar igin ise 7 tane gruba ayrilarak
elde edilecek olan simetrik polinomlar tiim R —Bonacci polinomlart i¢in tek teoremle
ifade edilmistir. Sonrasinda belli R—Bonacci tiirev polinomlarimin sifir yerleri acik
ifadelerle belirlenmigtir. Sifir yerleri belirlenemeyen tiirev polinomlar: i¢in 6nceki

boliimde elde edilen konveks sinirlar kullanilmustir.




2. ONBILGILER

2.1 Fibonacci ve Lucas Polinomlarmin Sifir Yerleri

Genellikle . dereceden bir polinom esitliginin kéklerini bulmak # arttikca
zorlasmaktadir. Cebirin temel teoreminden bilinen » tane kokii veren direk bir
formiiliizasyonun bulunamamasi bu konudaki calismalarin farkliliklarina yol agmustir.
Bu sebeple bir polinom sinifimin sifir yerlerini agik ifadelerle belirlemek biiylik 6nem
tagimaktadir. R —Bonacci polinomlarinin » =2 iken 6zel bir hali olan polinom sinifi
Fibonacci polinomlarmin sifirlari, hiperbolik trigonometrik fonksiyonlar kullanilarak
elde edilmistir [19]. Oncelikle Fibonacci ve Lucas polinomlarinin sifir yerlerini

belirlemek i¢in bu ¢aligmada kullanilan teknik agiklanacaktir.

2.1.1 Tamm: Fibonacci polinomu  F(x)=1 ve F,(x)=x baslangg

sartlariyla,

F,(x)=xF,(x)+F,(x) 2.1)

seklinde tanimlanir. Fibonacci polinomlarinin cebirsel ifadesi

Fa(x)=> (” - ij X =0 2.2)

seklindedir.  F,(0)=0 ve x=0 tek reel kokii olusturmasiin yaninda F, | (x)

polinomlarinin x =1 disinda hig reel kokii yoktur [22].

2.1.2 Tamm: Benzer sekilde Lucas polinomu L, (x), L (x)=x ve

L, (x)=x" +2 baslangig sartlariyla,

L,()=xL, (x)+1L,,(x) (2.3)




bi¢iminde tanimlanir. Ik otuz Fibonacci ve Lucas polinomlar sirasiyla Ek 6.1 ve Ek

6.2 gibi siralanir.

Fibonacci polinomunun karakteristik denklemi,

¥ =xy+1 (2.4)

+vx +4 —Vx’ +4
dir ve bu denklemin koéklerinin «= x_;c_ ve fB= i;—

bilinmektedir. Bu kékler kullanilarak 7. Fibonacci ve Lucas polinomlar1 asagidaki

oldugu

Binet formiilii yardimiyla elde edilebilir.

2.1.3 Teorem (Binet Formiilleri): Fibonacci ve Lucas polinomlari igin

i A il e
o)== vie 2:5)
L (x) =a"+ " ="+ (—l)ne“"z (2.6)

esitlikleri saglanur.

Fibonacci ve Lucas polinomlarmin sifir yerlerini bulmak igin hiperbolik

fonksiyonlari kullanarak uygun degisken degisimi asagidaki gibi yapilir [19].
Kompleks analizden ,

z 2 z

) e’— e‘+e
sinh z =

-z

ve coshz = 2.7
hiperbolik fonksiyonlarinin
cosh® (z)—sinh®(z)=1 (2.9)
coshiy =cos y (2.9
sinhiy =isin y (2.10)




6zellikleri bilinmektedir.

Eger x =2sinhz almirsa, v/x* +4 =2coshz elde edilir. Buradan

f=sinhz—-coshz=-¢"*

(2.11)
o =coshz+sinhz =¢°
denklemleri kolayca elde edilir.
Cift ve tek indisli Fibonacci ve Lucas polinomlarinin,
sinh 27z
E 1£)= 2.12
2 (%) cosh z (2.12)
cosh(2n+1)z
E o (x)=——m—m 2.13
ot (7)== —— 2.13)
L,,(x)=2cosh2nz (2.14)
Ly, (x) =2sinh(2n+1)z (2.15)

oldugu agik¢a goriilmektedir.

Bu durumda, £, (x):O olmasi i¢in sinh2nz=0 wve coshz#0 esitliklerin

saglanmasi gerekir. (2.10) kullanilarak,
sinh 2nz = sinh i(—i2nz) = i sin(-i2nz) = 0 (2.16)
elde edilir. z=x+iyalinirsa,
—i2n(x+z'y) =-=2nix+2ny =tkxw (2.17)
sonucuna ulagilir. (2.17) denkleminin reel ve sanal kisimlarinin esitliginden
x=0 ve 2ny==kn (2.18)

bulunur. (2.13) denklemi iginde benzer islemler tekrar edilirse,




cosh(2n+1)z = coshi (—i(2n +1) z)

(2.19)
= cos(—i(2n+ I)Z) =cos(i(2n+1)z)=0
elde edilir. Tekrar z = x +iy alinarak,
(= y)(2n+1) = (2mc + x)i+(~2ny - y) = i(zk+1)§ (2.20)

bulunur. (2.20) denkleminin her iki tarafin esitliginden reel ve imajiner (sanal)

kisimlar
x=0 ve (2n+l)y:i(2k+l)§ 2.21)

seklinde elde edilir.

Sonug olarak Fibonacci polinomlarinin sifir yerleri,

F, (x)=0: x:iZisin?— k=0,1,.,n-1 (2.22)
n
Fyp(x)=0: x:izz'sm@::Jgk:o,l,...,n—l (2.23)

olarak bulunur.

Lucas polinomlarin sifir yerleri icin L, (x):2cosh 2nz  oldugu (2.14)

denklemi ele alinir ve yukaridaki benzer islemler tekrar edilirse,

2k +1
—i2n(x+iy)=—2nix+2ny=i( 3 )7: (2.24)
— . (2k+])7r g o .
esitligi elde edilir. Buradan, x =0 ve 3 =k 3 oldugu kolayca goriilmektedir.

Benzer islemler tek Lucas polinomlari i¢in de yapilir,




Sonug olarak tek ve ¢ift indisli Lucas polinomlarin sifirlari,

Ly, (x)=0: x=i2ismH2k“ jﬁ} k=0,1,...,n-1 (225)
2n 2
Ly (%) =02 x:i2isin£ il ) k=0,1,....,n-1 (2.26)
" 2n+1

seklinde olmalidir. Boylece Fibonacci ve Lucas polinomlarinin sifirlari (2.22), (2.23)

ve (2.25), (2.26) denklemleriyle Hoggat ve Bicknell tarafindan 1973 yilinda sade bir

hale getirilmistir.

Basit olmasmin yamnda Fibonacci ve Lucas polinomlarinin sifir yerleri

arasinda dnemli bir gecis saglayan bagint1 asagidaki gibidir.

2.14 Teorem: L (x) ve F*(x)swrastyla n Lucas polinomunun k

mertebeden tiirevi ve #. Fibonacci polinomunun (k—1). mertebeden tiirevini

gostersin. Bu halde,
LY (x)=nF*7"(x) (2.27)
elde edilir [31].

Yukaridaki sonuca dayanarak kolayca sdylenebilir ki, & mertebeden

Lucas polinomunun sifir yerleri ile (k—1). mertebeden Fibonacci polinomunun sifir

yerleri ¢akigmaktadir. Bylece birinci mertebeden Lucas polinomlarmin sifir yerleri de

(2.22), (2.23) esitliklerindeki gibi olmalidur.

2.2 Fibonacci ve Lucas Polinomlarinin Sifir Yerlerinin Simetrik Polinomlar:

Bir simetrik polinom P(X,,X,,..,X,) n tane degiskene sahiptir ve

degiskenler kendi aralarinda yer degistirdiginde polinomun kendisi elde edilir.

Simetrik polinomun tanimiyla birlikte genel agiklamalari asagidaki gibi verilebilir.
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2.21 Tamm: 0<;<m i¢in {x, x,, X, ,..., x, } kiimesi tizerinde tamimli olan simetrik

polinomlar o, (x,, x, , %, ..., x, ) seklinde gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

ﬁ(r+x,():i0'j(xl,x2 ooy B T 2 (2.28)

k=1 Jj=0

o, (%, %,, X3, ..., x,,) simetrik polinomunun en genel hali:

m=1 m-1 m=1_J

0 (%5 Xy Xy X, ) =D D Y [BE (2.29)

h=0h=l 1=l i=]
seklindedir [39].

Ozel durumlar ele alindiginda o, =1 ve j>m icin o ;=0 elde edilir. Ornek

olarak m=4 alindiginda asagidaki sifirdan farkli simetrik polinomlar elde edilir.

o, =1,

O =X +%+Xx +X,,

Oy = XX, + XX + X, X3 + X, X, + X3,

O3 = XX, X5 + X, X, Xy + X, X3 X, + X, X5 X,

Oy = XX, X%,
gosterimler agikca goriilebilecegi gibi x,, x,, x,, x, ’"den bagimsizdir. Ozetlemek
gerekirse o (x,, X, ..., x,) simetrik olmasi igin gerek ve yeter sart degiskenlerin

herhangi bir kombinasyonu altinda o invaryant kalir [40].

Fibonacci polinomlarimin sifir yerlerinin karelerinden elde edilen simetrik

polinomlara yer verilmeden &nce bu polinomlarm sifir yerlerinin konumu

incelenebilir. F, (x) polinomunun sifirlarinin imajiner eksende ve kompleks eslenik

koklere karsilik geldigi agiktir. £, (x) ¢ift indisli polinomlarin sifirlari

x, >0, k> 0igin,
Xo=0, xix,, k=12,.... ,n—1 (2.30)

Benzer sekilde £, (x) tek indisli polinomlarim sifirlar:

b

11




tix,, k=12,.... ,n—1 (2.31)

olmalidir [39].
M. He, D. Simon, P. Ricci tarafindan elde edilen simetrik polinomlar Fibonacci

polinomlarn tek ve ¢ift olmasina bagl olarak asagidaki gibi yazilabilir [33].

2.2.2 Teorem: F,, (x)’in sifirlarinin karelerinden olugan j. simetrik polinom

asagidaki gibidir:
2n—-j-1
o, (32, 2o x,f_l):( 4 j (2.32)

J=1 ve j=n-1 yazilarak F,, (x) polinomlarin sifir yerlerinin karelerinin

toplamini ve ¢arpimini veren simetrik polinomlar asagidaki sekilde verilebilir [39].

2.2.3 Sonug: F,, (x) ¢ift indisli polinomunun sifirlar1 sabit bir # i¢in asagidaki

bagintilari saglamaktadir:

(@) [x=n (2.33)
5 Sx2=20m-1) (2.34)

2.2.4 Teorem: F

2n+l

(x)’in sifirlarinin karelerinden olugan j. simetrik polinom

agagidaki gibidir [39]:

2n—j
aj.(xf,xzz, ...... ,x,f_])z( ; j (2.35)

2.2.5 Sonug: F,, (x)tek indisli indisli tiirev polinomunun sifirlar1 sabit bir »

i¢in asagidaki bagintilar1 saglamaktadir.

12
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(@) J]xi=L (2.36)

k=1

n-l1

x; =2n-1. (2.37)

(%)

Teorem 2.1.4 kullanilarak, elde edilmis Fibonacci polinomlarin sifirlarindan olusan

k=0
simetrik polinomlar ile Lucas polinomlarin birinci mertebeden tiirev polinomlarinin

stfirlarinin simetrik polinomlari ayni olmasi gerekeceginden (2.33), (2.34) ve (2.36),

(2.37) sonuglar1 Lucas polinomlarin birinci mertebeden tiirevleri icin de gegerlidir.

2.3 Tribonacci Polinomlari ve Simetrik Polinomlar:

Fibonacci polinomlarinin daha genellestirilmis hali olan 7,(x) Tribonacci

polinomlart T, (x)=0, T;(x)=1 ve T, (x)=x" baslangg sartlariyla,
Lax=xT ., (x)+xTn+1 (x)+Tn (x) (2.38)

seklinde tamimlamir. Bu tamimlama ilk kez 1973 yilinda Hoggat ve Bicknell
tarafindan yapilmistir [32]. Ilk otuz Tribonacci polinomuna Ek 6.3’deki gibi

siralamir. Bu polinomlarin katsayilari siralandiginda

1

1 1

1 2 1

1 3 3

1 4 6 2
15 10 7 1
1 6 15 16 6

bulunur. Bu katsayilarin dizilimi degistirildiginde

13




1 1

2 32 1

3 6 7 6 3 1

4 10 16 19 16 10 4 1

5 15 30 45 51 45 30 15 51

— = e e e

n
bulunur ki, bu katsayilar binomial katsayilari olusturur. Bu katsay1 ( j seklinde
3

gosterilmekle birlikte bu dizilimde 7. satir ve ;. siitunu gosterir. Bu katsayi,

P Bee [’;) =0 (2.39)
3

olmalhdir. Béylece bu katsayr kullanilarak Tribonacci polinomlar1 tekrar

yazildiginda

[2/3(n-1)] | .
L(x)= 2 (” ! ]x (2:40)
7

Jj=0
elde edilir. Fibonacci polinomlarinin  sifir yerlerindeki ~ formiiliizasyonunun
Tribonacci polinomlarinda bulunmamasindan dolay1 niimerik ¢aligmalar daha agirhik
kazanmigtir. Ornegin [33] nolu calismada katsayilar arasinda bagimt: kullanilarak bu

polinomlarin sifir yerlerinin tespiti ¢alismasi yapilmistir.

Ornegin 60. dereceden Tribonacci polinomunun sifir yerleri asagidaki

sekilde goriilebilir.
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Sekil 2.1: T, (x) Polinomunun Sifir Yerleri

Fibonacci polinomlarinin sifir yerleri imajiner eksende bulunmasina ragmen

Tribonacci polinomlarinin kékleri kompleks diizlemde —231 donmeyle elde edilir.

Yani Tribonacci polinomlarinin sifir yerleri 3 kiimeye ayrilir: Bu kiimeler uygun bir
{x} kiimesi i¢in, {x]}, {x,e 3 } ve {x,e 3 } seklindedir. Tribonacci

polinomlarimin sifir yerlerinin kiipleri toplamini veren simetrik polinomlar M. X. He,
D. Simon, P. E. Ricci tarafindan [39] nolu calismada elde edilmistir. Simdi bu

sonuglara yer verilecektir.

2.3.1 Teorem:

(1) T, (x) in sifirlarinin kiiplerinden olusan /. simetrik polinom asagidaki gibidir:

T o
o, (%, % ,xjn):(—l)’[ n_]}. 2.41)

15




(i) T,., (x) in sifirlarinin kiiplerinden olusan j. simetrik polinom asagidaki gibidir:

(3n—j+1
o, (xf,xi, ...... ,xgn):(—l)j[ ! J_J+ )3. (2.42)

(iii) T, (x) in sifirlarinin kiiplerinden olugan j. simetrik polinom asagidaki gibidir:

(3n—j-1
o, (0, e ,@,):(—1)’( o ] 243)

(2.41), (2.42) ve (2.43) nolu esitliklerde j=1 yazilarak asagidaki sonuclar elde

edilir.

2.3.2 Sonugc:

(/) Ty, () in sifirlan asagidaki denklemi saglar:

> x =—(3n-1). (2.44)
(ii) T,,, (x) in sifirlan agagidaki denklemi saglar:
2n
D x; =-3n. (2.45)
k=1
(iii) Ty, (x) in sifirlan asagidaki denklemi saglar:

2n-1

> x=-(3n-2). (2.46)

16




2.4 Polinomlarm Sifir Yerleri i¢in Ust Siir Bulma

Polinomlarin sifir yerlerini arastirilirken bu sifir yerlerinin reel eksende veya
kompleks diizlemde nasil dagildig: problemi 6nemli bir ¢alisma konusudur. Bu
lokasyon calismasi ¢ok fazla teknigi iginde barindirmaktadir. Ornegin rasyonel kok
teoremi bir polinomun rasyonel kéklerinin bulunmasini saglarken tek degiskenli bir
polinomun maksimum pozitif ve maksimum negatif koklerinin sayisi, ilave olarak
karmagik ve reel koklerinin sayisi, denklemin kokleri bulunmadan, Descartes’in isaret
kural1 ile tespit edilebilir. Bu metotlarin hepsi farkli amaglar i¢in kullanilmaktadir. Bu
boliimde sonraki béliimlerde kullanilacak olan Cauchy’nin metoduyla birlikte bir
polinomun karakteristik polinomunu veren matrisin elemanlar: kullanilarak bulunan

Gershgorin ¢cemberleri vasitasiyla iist sinir elde etme tekniginden bahsedilecektir.

2.4.1 Polinomlarm Sifir Yerleri i¢in Cauchy Smin

2.4.1.1 Teorem: p(x)=x"+a, x"'+..+ax+a, monik n dereceden bir
polinom olsun. Eger x, P(x)=0’m bir kokii ise, bu halde

’x’ <1+ max lai] (2.47)

i=0,1,...,n-1

seklinde olmalidir [41].

2.4.2 Gershgorin Teoremi Kullanilarak Polinomlarin Sifir Yerleri icin Ust

Sinir

Lineer cebirde ozdegerler nxn tipindeki kare matrisler i¢in tanimlanir.
Ozdegerlerin bilinen en 6nemli Ozelliklerinden biri o matrisin karakteristik
polinomunun koklerini belirtmesidir. Yani, A = (a(./.) nxn tipinde kompleks terimli
bir matris olsun. A ’nin karakteristik polinomu f(x) olsunve 4 (i=1,2,3,....,n) ise

A matrisinin 6zdegerlerini géstersin. Bu durumda,
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ve ”A

f(/?’/):O

, A matrisinin normunu géstermek iizere

max| A< ]

oldugu bilinmektedir.

2.4.2.1 Tanim: Gershgorin ¢emberleri

ve

C.={z: ‘z—aiiIS};} i=1,2,..,nm

1

7 = i‘avl, (n=2)
J=1
J#i

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

olmak tizere @, merkezli r, yarigaplh disklerin ailesi Gershgorin ¢emberleri olarak

isimlendirilir.

2.4.2.2 Teorem (Gershgorin Cember Teoremi): n>?2 olmak iizere herbir

i (1<i<n)iginylebir j (1< ;j<n) elemam vardir 6yle ki

ve ayrica

olur [42].

ALeC

{4 25 2.} €CLUC, UL.UC,
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-

nxn tipindeki A = (a].j) matrisi ele alinsin. Dolayisiyla Gershgorin Cember

Teoremi geregi A=(a,j.) matrisinin  6zdegerleri yani A=(a,.j) matrisinin

karakteristik polinomunun sifir yerleri ayni oldugundan bu teknik kullanilarak

polinomlarin sifir yerlerini igeren tist sinir bulunabilir.
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3. R-BONACCI POLINOMLARININ SIFIR YERLERI

Polinomlarin sifir yerlerinin biiyiikliikleri iizerinde sinirlar belirlemek, 1829
yilinda polinomlarin katsayilarini igeren ¢ok basit bir iist sinir elde eden Cauchy’e
kadar uzanmaktadir [41]. 1966 yilinda ise Marden “Geometry of polynomials” adli
kitabinda bu problemi kapsamlica ele almigtir [43]. 1991 yilinda Zeheb polinomlari
kompleks ya da reel katsayili olarak ayirip Cauchy’nin elde ettigi simir1 daha da
genellemistir [44].

Polinomlarin sifirlarinin lokasyon teorisi, lineer kontrol teorisi, elektrik aglari,
kék yaklasim teorisi, sinyal isleme ve kodlama teorisi dahil olmak iizere uygulamali
matematigin bir¢ok alaninda uygulamaya sahiptir. Ciinkii uygulamalarin daha degerli
hale gelmesi i¢in polinomlarin sifirlarin: iginde barindiran bslgenin iyi belki de en 1yi

hale getirilmesine ihtiyac¢ vardir [43,45,46].

Bu béliimde R —Bonacci polinomlarinin sifirlaring igeren halka bolge elde
etme problemi ele alinacaktir. Problemin ¢ikis noktasi ise, R — Bonacci polinomlarinin

sifir yerleri igin elde edilmek istenen formiiliizasyon siirecinde karsilasilan

giicliiklerdir.

Oncelikli amacimiz R - Bonacei polinomlarmin sifir yerlerini karakterize
etmektedir. R —Bonacci polinomlariin  sifir yerlerinin 2% dénme ile elde

edilebilecegi asagidaki 6zdeslik yardimiyla ispatlanmistir [39].

27i

&(xwk):wk”R” (x), w:eT, k=0,1..,r-1, n=12,...

Ayni ¢alismada R — Bonacci polinomlarmin  sifir yerlerinin  x +1=0
esitlifinin sifirlariyla baslayan r-yildizil olugturduguna dair bir tahmin verilmistir. Biz

bu boliimde bu varsayimi R — Bonacci polinomlarinin belli siniflar: i¢in simetrik

polinomlar yardimiyla dogrulamus olduk. p e {0,1} ve n=1 i¢in referans noktalarini
bularak R,,,,(x) polinomunun sifir yerlerini elde ettik. Diger n degerleri icin bizim

yOntemimizin cevap vermemesi nedeniyle R —Bonacci polinomlarinin sifirlarmnim bir
Ust smirini elde etmek igin Gershgorin teoremi ve Lucas esitligi kullamlacaktir.

Ardindan Gershgorin teoremi vasitasiyla elde edilen iist sinirlar karsilastirilacaktir.
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3.1. R - Bonacci Polinomlarinin Simetrik Polinomlar Yardimiyla Elde

Edilen Sifir Yerleri

n bir tamsayr olsun. R, (x)=0, k=0, 1,.., r=2, R(x)=1, B (x)=u""

baglangic sartlariyla #>2  icin asagidaki tekrarlama bagintisiyla R - Bonacci

polinomlari tamimlanabilir [32]:
R, ()=x"R,  (x)+xR,, ,(x)+..+R, (x) (3.1

Bu kisimda R —Bonacci polinomlarimin sifir yerleri incelenecektir. Bunun icin
R —Bonacci polinomlarinin sifirlarindan olusan simetrik polinomlar bulunduktan
sonra bu polinomlar vasitasiyla R — Bonacci polinomlarinin n=1 igin sifirlarini

tireten referans noktalari elde edilecektir.

n
R —Bonacci polinomlarimin  genel gdsterimi, [] r—nomial katsayiyi
J

r

gostermek lizere asagidaki gibidir [32].

[(r—l)(n—])

; 1 |
R®= Y (” ]] jx“-“("-”-ff (3.2)
J=0 r

M. X. He, D. Simon ve P. E. Ricci r=2 yani Fibonacci polinomlarinin cebirsel
ifadesini kullanarak bu polinomlarmn sifir yerlerinin simetrik polinomlarini elde

etmisti. Oncelikle R — Bonacci polinomlar1 igin bu sonuglar genellenecektir. Bu
genelleme sayesinde de He, Simon, Ricci’nin bu polinomlarin sifir yerlerinin 2% act

ile r-y1ldizil olusturdugu varsayimi bazi siniflar i¢in dogrulanmastir.

3.1.1 Teorem: R, (x) polinomlarmmn sifirlarint igeren en genel simetrik

polinom agagidaki gibidir:

, . (rm—j—1
(%, x(,_l)n_l)z(—l)/( ; j (3.3)
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Ispat: R - Bonacci polinomlarmnin sifir yerlerinin 2% agiyla olustugu

bilinmektedir. Bu nedenle R, (x) polinomlar: asagidaki gibi de yazilabilir.

(r-1)n-1

R, (x)=x H (x—xk)(x—xke%)._.(x_xke—%)

k=1

Bu halde ¢arpma islemleri yapilirsa,

2
Rm (x) — x{xr n=m-r _
R (r-1)n-1 s (r-n-1
X" n—m=2r x/:‘ + x n—rn-3r Z x; x/:
k=1 J#k
(r-1)n-1 (r-1)n-1

rin-rm—4r ror r
=X Z XXX +.— H X, }

J#kl k=1

(r-l)n-1 _ J
:{ Z (_1)/ x(r-l)(r"—l)-r/{ Z Hx[: }}

Jj=0 I=h<h<.<l; i=l
(r-n-1
_ J 7 r r (r=D)(rm=1)—rj
= Z (-1 o, (xl, Xy eons x(r_l)n_l) X "
J=0

elde edilir. Dolay1siyla R, (x) polinomu asagidaki hale gelir:
(r-n-1

R,(x)= Y (Do, (x. ... Xfy g ) KD (3.5)

J=0
(3.2) ve (3.5) birbirine esit oldugundan istenilen sonug elde edilmis olur. o

3.1.2 Sonug: R (x) polinomun sifirlari asagidaki esitligi saglar.
(r-1)n-1 rm— 2
> x = —[ J (3.6)
k=1 1 r
Ispat: Esitlik (3.3)’de, j yerine 1 yazilarak istenen sonug elde edilir. o

$imdi benzer sekilde R,,,, (x) polinomlarimin 7. mertebeden sifir yerlerinden

olugan simetrik polinomlarina ve bu simetrik polinomun 6zel durumlardaki halinden

elde edilen toplam formiiliine yer verilecektir.

3.1.3 Teorem: R (x) polinomlarinin sifirlarins igeren en genel simetrik
polinom asagidaki gibidir:

(X1 X )= (1) [mj* J j . 3.7)
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Ispat: Benzer mantiktan hareketle R (x) polinomu asagidaki sekilde de
gosterilebilir.

(r-Dn

B (%)= (X‘xk)(x‘xke%)...(X—xkeﬂ)
k=1

Carpma islemi yapilarak
Rr/1+] (x) = {xrzn_m -

(r-n (r-In

rrn-rm—-r r r*n-m-2r r o
x > x4+ x > 5
k=1 J#k

(r-Dn (r-n

rn-rn=3r rF_F r
—i% Z XXX+~ H LA
k=1

J#k#l

s {(rzljn(_l)j xrn(r—l)-fj{ Z ﬁx[: }}

I=h<h<.<l; =1
(r=Dn
_ 1\ r r r m(r=1)-rj
= Z( 1) 0'j.(x1 i - x(r_])”) x :
J=0

elde edilir. R, (x) polinomu sonug olarak asagidaki hale gelecektir.
(r-Dn

R,i(x)=3 (1Yo, (x, x],... X )} R R, (3.8)
J=0

Benzer sekilde (3.2) ve (3.8) birbirine esit oldugundan istenen sonug kolayca elde
edilmis olur. o

3.1.4 Sonu¢: R (x) polinomunun sifir yerleri asagidaki esitligi saglar:

(r-n , m _1
> ox =- . (3.9)
k=1 1 ,

Ispat: Esitlik (3.7)’de, j yerine 1 yazilarak istenen sonug elde edilir.

3.1.5 Teorem: R, (x) polinomunda p=0 ve n=1 icin bu polinomun tiim

sifir yerlerini tireten p=1 icin ise 0 hari¢ diger sifir yerlerini iireten x, referans

sifirlar1 agagidaki denklemi saglar.
x;=-1 (3.10)

Ispat: R,.,(x) polinomunun referans sifir kiimesi x, olsun. R, (x)
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polinomunun diger sifir yerleri 27% aglyla belirlendigi igin (3.7) ve (3.9) nolu
esitlikler kullanilarak

r-1

Xy =X +(xj. e%)r +(xj e%)r +...+(xj. e_%)r =—(r-1) (3.11)

k=1

ve

T
o

X, =x; +<xj e%)r +(xj e%)r +...+(xj e_%)r =—(r-2) (3.12)

denklemleri bulunur. (3.11) ve (3.12) yeniden diizenlenerek R,., (x) polinomunun

P =0,1ve n=1 igin referans sifir kiimesi elde edilmis olur. o

3.1.6 Ornek: p=1ve r=4 icin asagidaki Quadranacci polinomu elde edilir.

. (x)=(x*+ 1

(3.10) kullanilarak bu polinomun referans sifir kiimesi agagidaki gibidir.
%=1 =1 (1) - (1)

Her bir referans noktasi 7% 5> 7 3”% aglyla li¢ adet nokta iretecektir. Boylece

istenen kokler asagidaki Sekil 3.1 den goriilebilecegi gibi elde edilmis olur.

y

0.0

-0.2

L] .J
-0.6 2

-04 =02 0.0 0.2 0.4 0.6

Sekil 3.1: O; (x) Polinomunun Sifir Yerleri
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3.1.7 Ornek: p=1ve r=5igin
B, (x)=(x* +1)*

altinc1 5-Bonacci polinomu elde edilir., Benzer sekilde bu polinomun da referans sifir

kiimesi asagidaki gibidir.
X, =(—1), (_1)%, _(_1)2/5, (_1)3/5,_(_1)4/5_

Bu referans noktalar: 2”% ,4”% , 67”/5 , 8”% agiyla B;(x) polinomunun tiim sifir

yerlerini tiretecektir.

Sekil 3.2: B (x) Polinomunun Sifir Yerleri

3.2 R-Bonacci Polinomlarin Sifir Yerlerini iceren Halka Bolgeler

2001 yilinda José Luis Diaz-Barrero Fibonacci sayilari ve binom katsayilarini
igeren Gzdeslikten faydalanarak tiim polinom simfinin sifirlarini igeren halka bolge
elde etmistir. Bu probleme ilk katkilar olan Cauchy ve Gauss’un elde ettigi sinirla

kargilastirma yaparak elde edilen iist sinirin daha kiigiik, alt sinirin da daha biiyiik

oldugunu tespit etmistir. Diaz-Barrero

> 23 0 (n k)= F, , (3.13)
k=1

esitligini kullanarak tiim polinom siniflarinin sifirlarini igeren asagidaki halka bolgeyi
elde etmigtir [47].
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3.2.1 Teorem: /4(z)= Zn:akz" (a, #0) sabit olmayan kompleks bir polinom
k=0

olsun.
A
2"F,.C(n,k
r =3 min 2'EC(nk)|a, (3.14)
2 1<ksn };;ln a,
ve

2 4n
¥, = —max
3 isksn | Q7 FC n k

;} (3.15)

olmak tizere 4(z) polinomunun sifirlar: R ={zeC:n<|< r,} halka bolgesinde

bulunur [47].

Diaz-Barrero, bu sinirlar1 4 (2)=2’+0.122+ 0.3z + 0.7 polinomuna uygulamis
ve bu polinomun tim sifirlari icinde  bulunduran  halka bolgeyi
R, ={zeC:r=058<|z<1.23= r,} olarak elde etmistir. Cauchy’nin alt ve st

sinirlarin (2.47)’yi 4(z) polinomuna uygulamis ve bu halka bolgenin 0.41<|z|<1.7

oldugunu elde ettikten sonra A(z) polinomunun sifirlari i¢in elde edilen R, halka

bolgesinin daha iyi oldugu sonucuna varmistir [47].

2003 yilinda ise J. L. Diaz A(z) polinomunun sifir yerlerinin halka bolgesini

hesaplarken

" (n
Z (k] B;—_lkaPk = })j,n (3. 1 6)
k=0
Cesaro esitligini kullanmugtir. Bu esitlikte J =2 i¢in Pell dizileri kullanilmastir ki tiim

polinom simiflarinin sifirlar; icin elde ettigi simir asagidaki gibidir [48].

3.2.2 Teorem: 4(z)= iakzk (a, #0) sabit olmayan kompleks bir polinom
k=0

olsun.

26




h

kp |7 Vi
2R\,
r =min{ —"Z% (3.17)
I<k<n P2n a,
ve
b7
r, = max{—2n__ |9t (3.18)
an

I<k<n . (n]
25,
k

olmak tizere A4(z) polinomunun sifirlar R,={zeC:n<|]< r, } halka bolgesinde

bulunur [48].

J. L. Diaz 4(z) polinomu i¢in R,={zeC:0.6< |z2/<1.16} halka bélgesini
elde etmis, Diaz-Barrero’nin elde ettigi M, bolgesi ile karsilagtirma yapmistir. Bu
karsilastirmaya gore 1 artarken r, degeri de azalmistir. Dolayisiyla J. L. Diaz’in Pell
dizilerini igeren Cesaro esitligini kullanarak elde ettigi R, bolgesi Diaz-Barrero’nin

Fibonacci sayilart ve binom katsayilarindan olusan Ozdeslikten elde ettigi R,
bolgesine gore daha iyi bir bolgedir.
2011 yilinda M. Bidklam elde edilen R, ve R, halka bolgelerini daha da

tyilestirmek igin hem Fibonacci hem de Pell dizilerini kapsayan - Fibonacci

sayilarini kullanmistir [49]. M. Bidklam

an(zz + 1)”"‘ (r3 + 2t)k E, [Z] =F,, (3.19)

k=1

0zdesligini ispatlayarak yeni bir halka bolge elde etmistir. Esitlik (3.1 9)Yda t =1 igin

Diaz-Barrero’nun elde ettigi R, bolgesi elde edilmekte, # =2 icin ise

8 [nj
Lk
A, =

P

4n

(3.20)

olmak tizere
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12 a h
r ——mm{/ik—o} (3.21)
5 lsksn a,
Ve
%
7, = miscd LGk (3.22)
12 1<ksn ﬂ’k a,

elde edilir ki, ®, = {ze C: 7, <|z|< r,} bolgesi bulunur.

5'7

(?) [(1 +42)" - (1- \5)2"]

B (3.23)

oldugundan R, halka bélgesine gire kiyaslama yapilirsa 7 daha biiyiik tam tersine A
ise kiigiiktiir. Dolayisiyla M. Bidklam’m elde ettigi yeni R, halka bolgesi hem R, i

kapsamasi1 hem de R, ’den daha 1yl sonuglar vermesinden dolay: daha degerlidir.

Burada R —Bonacci polinomlarinin  sifir yerlerini igeren ideal bolgeyi

bulabilmek igin ama¢ su ana kadar literatiirde elde edilen R, R,, R, halka

bélgelerinden daha iyi bir bélge bulabilmektir. Bunun i¢in en genel monik polinomlar
ele alinarak, sonuglar R — Bonacci polinomlari igin degerlendirilecektir. Bu béliimde
ttim polinomlarin sifir yerlerini igeren yeni bir halka bolge literatiirde ¢ok iyi bilinen

asagidaki Lucas esitligi yardimiyla elde edilecektir.

3.2.3 Tanim: (Lucas, 1876) F, i. Fibonacci sayis1 olmak iizere

n

2 E=F,-1 (3.24)
i=1
elde edilir.
3.2.4 Teorem: 4(z)= Zﬂ:ak z* (a, #0) sabit olmayan kompleks bir polinom
k=0
olsun.

; 4
—0} (3.25)

a;

| 5
7, =min—*—
1<k<n F

n+2 -1
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4
—} (3.26)

olmak tizere 4(z) polinomunun sifirlar1 R i={zeC:n << r,} halka bélgesinde
bulunur.

Ispat: (3.25) nolu esitlikten

G

e
., -1

n+

Jk=1,2,..,n (3.27)

a

oldugu agik¢a goriilmektedir. Simdi farzedelim ki,

z| < 1, olsun. Bu durumda,

’A(z)} = i akzk

n k n k
2"’()“2]"/«1 ’Z’ >’%"Zlak' 7
k=1 k=1

a;

=rao|(1—
k=1 |4,

0

rf} (3.28)

elde edilir. (3.28) nolu esitlikte (3.27) kullanmilarak

Jebf1-£ 2o
k=1 E1+2_1

esitsizligi elde edilir ki, A(z) polinomunun {ze(C: ’Z}<r1} iginde higbir sifirt

a
2l

4(2)] > Ja (l—i

k=1

0

bulunmamaktadir.

4(z) polinomunun tiim sifir yerleri

=1

P(z):

n
a, z

n
z - ’an—l

—...—‘al'z—[%’:O

esitliginin bir tek pozitif kokiine esit veya daha kiigiik modiile sahip oldugundan

P(r,) =0 oldugu goriilebilirse ispat tamamlanmis olacaktir.

(3.26) nolu esitlikten,
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oldugu bilindiginden bu halde,

k=1

Zla”’{rzn_Z[ E( lrzkjrzn—k:'

k=1 n+2

r|l- ( s J =0
k=1 F;z+2 -1

elde edilir. Yani P(7,)>0 olur ki bu da A(z) polinomunun tiim sifir yerlerinin

Pl -3

a

n

]z’ <r, diskinde oldugunu yani # ’nin bir st sinr oldugunu gosterir. Béylece sonug

olarak A4(z) polinomunun tiim sifir yerleri % ={zeCip< || <r,} halka bolgesinde

bulunur. o

3.2.5 Ornek: A(2)=2"+0.1z> + 0.3z + 0.7 polinomu i¢in Teorem 3.2.4’deki

1 ve r, siurlar asagidaki gibi hesaplanabilir.

n=3i¢in a,=0.7,4,=0.3, a,=0.1, a; =1 oldugundan 6ncelikle A(z) polinomunun

sifir yerleri i¢in alt sinir

k=1 igin {_f1_|%ll_ L‘ﬂ‘ :{l}=0.58333,
F,-1|q, F,-1[03|[ " 12
Z 591k
k=2 igin {2 |%|l"_J1/0.7 ={Z} =1.32288,
F,-1|a, 4(0.1 4
% A 4
k=3 icin {-L5 |%|l” _[1]07 :{ﬂ} —0.7047
F,-1|a, 20 1 3
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|
?
|
|
\
|
\

TR i

9y
1<k<3 | |7

m2 14

A
elde edileceginden 7 = mm{i } =0.58333 bulunur. Benzer sekilde 4(z)

k

polinomunun sifir yerlerini igeren bélge igin iist sinir

k=1 i¢in {FS a“} { ‘ }
% %
k=2 igin (L7 1|aa| " _ JAI03L {12)% =1.09545,
" 11
% %
k=3 dgin {Lldll _JHOT® g 0y g6
5 | a 2] 1
F.;=lla %
bulunacagindan r, = max {% ”—"‘} =1.11869 olarak elde edilir.
== k an
e “;mm“\\
,f’/ 4 n “\\\
s ® \\.‘ ]
£ = ast =g J 5 E
/ b
FET e 5]
\*\ = /
\ 4
- | e M’f
! -10F
\Mwmw”‘”/

Sekil 3.3: A(z) Polinomunun Sifir Yerlerini Kapsayan R, Halka Bolgesi

Yukanidaki R, = {z €C:0.58333< |z‘ < 1.11869} halka bolgesi gergekten

A(z) polinomunun sifir yerleri olan z,, =0.352894 +0.862659i ve z, =—0.805788

noktalarini igerir.
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Diaz-Barrero’nun elde ettigi halka boélgenin
R ={zeC:r=0.58<|7<1.23= r} seklinde oldugu bilindiginden
A(z)=2"+0.12 +0.3z+0.7 polinomu i¢in Lucas esitligi kullamilarak elde edilen
yeni R, ={ze(C:0.583333‘z]£1.11869} halka bolge alt sinir olarak ayni degeri
verse de Ust smirt daha da kiciiltmiistir. J. L. Diaz’in A(z) polinomu igin elde

ettigi R,=1zeC:0.6<|z<1.16 bolgesi ile R, siun kiyaslandiginda ise, R, *iin
g 2 4 4

list siurinin daha kiigiik oldugu gozlenmektedir. Boylece elde edilen yeni halka bélge

R, ’e gore daha da iyi R, ’ye gore ise nispeten daha iyidir.

3.3 R -Bonacci Polinomlarin Sifir Yerleri icin Gershgorin Sinir1

R — Bonacci polinomlarinin (3.2) denklemindeki cebirsel gOsterimi yeniden

yazilip daha sade sekilde asagidaki gibi ifade edilebilir:

[(F—IXH—l)

r ] _ '_1 . (r=1)(n-1) .
Rx= Y (” JJ ]x“-”(”-”-*f: a, x' (3.29)

J=0 J=0

Bu kisimda kullanilacak olan teknik, oncelikle karakteristik polinomu
R —Bonacci polinomlarimi veren bir matrisin elemanlari kullanilarak Gershgorin
¢emberleri olusturmaktir. Bu karakteristik polinomun 6zdegerlerinin R — Bonacci
polinomlarinin sifir yerlerini olugturdugu ispatlanacak ve polinomlarin sifir yerlerinin

mutlak degeri i¢in {ist sinir belirlemek kolaylagsmis olacaktir.

n
a, e[ ] olmak tizere asagidaki nxn tipindeki matrisi ele alalim.
s

_ Q)11 G2 g L
Ar_1yn-1) A1y A r_1ynm1) A 1y(n-1y
1 0 0 0
r, =
0 1 0 0
0 0 1 0
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3.3.1 Yardime1 Teorem: Asagidaki nxn tipindeki kare

matrisin determinant:

seklindedir.

!
0
0

x 0
-1 x
0 -1
0 0

det(g,) = (1)’

0 0
0 0
0 0
0 -1

nxn

(3.30)

Ispat: Son siituna gore agilim yapilirsa det(gp, ) = (—l)det(p(n_l)x(”_])) olacagindan g,

matrisinin determinantinin (—1)" oldugu agikca goriilmektedir.

3.3.2 Teorem: 7n>1 olsun ve a ; elemanlar1 (3.29) esitligindeki 7 — nomial

katsay1y1 gostersin. 7 matrisinin karakteristik polinomu; R —Bonacci polinomlarimi

Verir.

Ispat: » matrisinin

n

tipinde birim matrisi gostermek tizere, x

v

n

](r—])x(n~l)

(x) karakteristik polinomu I -

=

n

)n-1) 2 (r—l)x(n 1]

matrisin determinantiyla

belirlendiginden bilindiginden asagidaki determinant hesaplamalari yapilabilir:

r,(x) =det (x[ .

1)

(r=1)x(n-1)
X+ a0 101y A 1)(n-1)-2
A 1y(nm1) A 1yn-1
B -1 X
0 -1
0 0

a9, 9
Artyn-1y  Aroiyno
0 0
0 0
-1 X

7, (x) son siituna gére agilip (3.30) esitligi kullamilarak,
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r (x) _ a, (_1)1+(r—1)(n—l)

(n=1)(r-1)-1
A1y n-1 i
X+ a0, )1y A1y n-1)-2 a
Ar_1yn-1y A r_1yn-1) A1y n-)
2r=1)(n-1 -1 x 0
() | 1 ;
0 0 X !

(r-1)x(n-1)-1
elde edilir. Son siituna gore benzer sekilde acilirsa,

a a
g (%)= 0 4+ L
Ar_1yn-1) A r1yn-1)

X+, 1)1y A 1) (n-1)-2 a,
A r1yn-1) A1y -1y A1y (n-1)
2(r=1)n=1)-1 -1 X 0
= 0
0 0 X

(r-1)x(n-1)-2
bulunur. Bu sekilde islemlere devamla,

X+a

Y (n—1)— Dn-D-2 | Aer_1yr_17—
7;1 (x) — (D=1 D=1 | (-2 | Frinny2 o
A1) (n-1) A1y (n-1
a a a
+xf | —2— x| —1 |4 0
A 1)1y A1) (n-1y A1y n-1)

elde edilir. R —Bonacci polinomlari i¢in Q,1yn1y =1 oldugundan,

r (X) - x(r~l)(n-1) +a x(r—l)(n—l)

(r=1)(n-1)

= J

- Z By %
J=0

= R,(x)

-1 (r-1)(n-1)-2 2
(r1)(n-1)-1 - a(r—l)(n—1)~2 X t..+Xxa,+x a, +a,

elde edilir ki, bu da 7, matrisinin karakteristik polinomunun R — Bonacci polinomlari |

oldugunu ispatlar. o
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3.3.3 Ornek: R-Bonacci polinomlarinda r=3, n=3 alindiginda Ek
6.3'den T;(x)=x"+x oldugu agiktir. a,=0, a,=1, a,=0, a,=0, a, =1 oldugu

igin karakteristik polinomun matrisi asagidaki gibidir.

0 010
1 000
}"3:
0100
0 0 01
Bu matrisin karakteristik polinomu ise,
x 0 1 0
-l x 0
ry(x)=det(x, —r)=det
(x) =det(xI, -1, S
0 0 -1 x
olacaktir. Son siituna gore agilim yapilrsa,
x 0 1
r3(x):(—1)8xdet -1 x 0
0 -1 x

elde edilir. Buradan da ilk satira gore agilim yapilirsa,

n(x)=x(x+) =x"+x=T,(x)

elde edilir.

3.3.4 Sonu¢: i=1,2,..,n igin r,=zn:{aij'(n22), i ={z:‘z—aﬁ|sn} olmak
j=1

i

lizere a, merkezli . merkezli gemberlerin ailesi olsun.
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n
n=,

ai/‘: |ay, [+ |a|+ ... +]a,| = a(r_])(n_ml+...+|a]]+la0\
i
n
r = Z a,l= ‘a21’+‘a23‘+...+|a2n =1
z

=1

n
Hr-tyn-n) = Z‘au
J=1

j;l
elde edilir. Gershgorin teoremine gére 7, matrisinin tiim dzdegerleri yani R — Bonacci

polinomlarinin sifir yerleri agsagidaki ¢ember ailesinin birlesiminde bulunur.

C = {Z :‘Z - a(r—l)(n—l)-l‘ %

a(r—l)(n~1)~2] ot |ay |+ ‘ao‘}

C,=Cy=..=Cpiyuyy={z:|7| <1}

3.3.5 Sonug: R —Bonacci polinomlarinin tiim sifir yerleri C, diskinin i¢inde

bulunur.

Ispat: C,,C,, ..., Clroiynnydisklerin hepsi aym birim disk oldugundan ve C,

¢emberi tarafindan kapsanacagindan ispat agiktir.

3.3.6 Ornek: Benzer sekilde ﬂ(x) polinomu ele alindiginda bu polinomun
Gershgorin ~ gemberi  C, ={z:|z|< 1} olmahdir. Gergekten 7, (x)=x"+x
polinomunun  sifir  yerleri x,=0,x,=-1,x,=0.5 + 0.8660251  seklindedir.

Asagidaki sekilden de goriilebilecegi gibi 7, (x) polinomunun tiim sifirlart C, diskinin

icinde ya da lizerindedir.

Burada R-—Bonacci polinomlarmda 7=3 iken sifir yerlerinin smiri igin
Gershgorin gemberi kullamlmistir. $imdi ayni 7, (x) polinomunun sifirlari i¢in 6nceki

kisimda elde edilen halka bélge elde edilip kiyaslama yapilacaktir.
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3.3.7 Ornek: Halka bélgenin alt ve iist siirlart 7;(x) =x" +x polinomu igin

asagidaki gibi hesaplanabilir. Polinomun katsayilar1 a,=a,=a,=0, a,=1,a,=1 ve

By

k=1 igin B = —1—\9\ =0 oldugundan, halka bolgenin alt sinir
F,-1|q 1|1

hesaplamak i¢in ke{2,3,4} icin hesaplama yapmaya gerek yoktur. Bdoylece

: F  a
rlzmm{ L -

1<k<3 | |

n+2

A
1 } =0 olur. Dolayisiyla elde edilecek bolge halka degil disk

a,

olacaktir.

Benzer sekilde T, (x) Tribonacci polinomunun sifir yerlerini igeren bolge igin tist

l
I sinir,
|
|
| k=1 igin {Fﬁ‘“’“}
' 3
|
|
| e V2
k=2 i¢in { 6 }
2
|
|
| a1
k=3 i¢in <= = —H =1.51829
{ ;
Y
bulunacagindan r, = rlnI?%({ ”*1; } =1.51829 olarak elde edilir.
- k

Yukaridaki R, ={zeC:|z|<1.51829} halka bolgesi gergekten T,(x)= x* +x

icerir.

polinomunun sifir yerleri olan x, =0, x, =—-1, x;, =0.5 £ 0.8660251 noktalarim
|
!
|
|
I
|
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Sekil 3.4: T,(x) Polinomunun Sifir Yerlerini Kapsayan R, ve C, Cemberleri

Gershgorin teoremi kullanilarak elde edilen yeni bolge C, Ornek 3.3.7°de

goriilebilecegi iizere T,(x) polinomunun tiim sifirlarini iginde ya da tzerinde

bulundurmasindan dolay: belki de olabilecek en iyi sinirdir. Fakat R —Bonacci
polinomlarinda derece arttikga » —nomial katsayr da biiyiiyeceginden R —Bonacci
polinomlarinin sifirlarimi barindiran sinir daha da biiyliyeceginden Gershgorin sinirinin
pek basarili oldugu sdylenemez. Fakat n artmasina ragmen daha kiigiik diskler

sunacak olan Lucas esitliginden faydalanilarak elde edilen siniri kullanmak daha

mantikli olacaktir.
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4. R-BONACCI POLINOMLARININ TUREVLERININ SIFIR
YERLERI

R —Bonacci polinomlarinin tiirevlerinin sifir yerlerinin formiiliize edilmesi
amaclanan bu bolimde elde edilen sonuglar {i¢ gruba ayrilarak analiz edilecektir.
Bunun i¢in 6ncelikle Fibonacci ve Lucas polinomlarin tiirevlerinin sifir yerlerini veren
esitlikler verilecektir. Islemlerde kolaylik olmasi agisindan Fibonacci ve Lucas
polinomlarinin  hiperbolik fonksiyon seklindeki gosteriminden faydalanilacaktir.
Ardindan Lucas polinomlarin sifirlarini Fibonacci polinomlarin sifir yerlerine ayrica
Lucas polinomlarin birinci mertebeden tiirevinin sifir yerlerine resmeden fonksiyonlar
elde edilecektir. Bu fonksiyonlarin sifir yerlerini resmetme sekilleri incelenecektir.
Ayrica bu fonksiyonlarin kompleks diizlemde degisim miktarlart ve grafikleri
verilecektir. Asil hedeflenen R —Bonacci polinomlarinin tiirevlerinin sifir yerlerinin
formiilizasyonu da bazi smiflar i¢in simetrik polinomlar vasitasiyla elde edilmistir.
Sifir yerleri formiiliize edilemeyen tiirev polinomlari i¢in ise sifir yerlerini barindiran

disklerin varlig1 6rneklerle incelenecektir.

4.1 Fibonacci ve Lucas Polinomlarinin Tiirevleri

4.1.1 Fibonacci Polinomlarinin Birinci Mertebeden Tiirevlerinin Sifir
Yerleri

Bu boliimde 6ncelikle degisken degistirme yontemiyle elde edilen Fibonacci ve
Lucas polinomlarinin sifir yerlerinin hiperbolik fonksiyonlar cinsinden elde edilen
acik ifadeler kullanilarak bu polinomlarin birinci mertebeden tiirevlerinin sifir yerleri

arastirilacaktir.

Fibonacci polinomlart igin hiperbolik fonksiyonlar yardimiyla elde edilen
(2.12) ve (2.13) denklemlerinden faydalamlarak tiirev polinomlarin sifir yerleri ézel

taniml1 fonksiyon cinsinden ifade edilecektir.
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(2.9) ve (2.10) esitlikleri kullanilarak (2.12) ve (2.13) esitlikleri asagidaki

esitlikler haline getirilebilir. x = 2sinhz olmak iizere

_ _.sin(2niz)
By ()= cos (iz) @D
ve
A cos[i(2n+1)z]
F,(x)= cos(iz) . (4.2)

haline getirilebilir. Simdi bu son esitliklerden faydalanarak F,,(x) ve £, (x)

polinomlarimin sifir yerlerini veren esitlikler elde edilebilecektir.

4.1.1.1 Teorem: F, (x) polinomunun ve Lj (x) polinomunun sifirlari,

x = 2sinh z olmak lizere
2n = —tan(2niz )tan (iz) (4.3)
denklemini saglar.

Ispat: (4.1) esitliginden dogrudan tiirev alinarak F, (x) = (O esitliginden

asagidaki denklem elde edilir.
2ncosh (2niz) cos(iz) = —sinh (2niz ) tan (iz) (4.4)
Burada
cosh(iz) #0

olmalidir. (4.4) denklemi yeniden diizenlenerek (4.3) elde edilir ki, bu denklemi
saglayan z’ler ¢ift indisli Fibonacci polinomunun birinci mertebeden tiirevinin

sifirlarin1 ve Lucas polinomlarin ikinci mertebeden sifirlarini olusturacaktir. O
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4.1.1.2 Ornek: F}(x)=5x"+12x* +3 tiirev polinomunun sifirlar (4.3)’e gore

asagidaki esitligi saglamaktadir:
6 = —tan (6iz) tan (iz).
Yarim a¢1 formiilleri kullanilarak

_tan (3iz) tan (iz)
~ 1-tan’(3iz)

bulunur.  x=2sinhz esitligi yardimiyla F/(x) ve L{(x) polinomlarmmn sifir |

yerleri olan agagidaki kokler kolayca elde edilmis olur.

Bu sifir yerleri gergekten

—i\/§<6—\/ﬁ), i\/§(6—\/2—1), —i\/%<6+\/ﬁ), i\/§(6—\/2—1)
seklindedir.

4.1.1.3 Teorem: F,, (x) ve bdylece L;

2n+l1

(x) polinomunun sifirlari
2n+1=tan(iz)cot(i(2n+1)z) (4.5)

denklemini saglar.

Ispat: Benzer islemler tek indisli Fibonacci polinomlar1 i¢in (4.2) esitlik
kullamlarak, F,  (x)denklemin sifirlarim yukaridaki (4.5) esitligini saglayacagi

goriliir. o
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4.1.2 Lucas Polinomlarmin Sifir Yerlerini Fibonacci Polinomlarmin

Sifir Yerlerine Resmeden Fonksiyonlar

Bu bolimde sirasiyla L,, (x) ve L, (x) Lucas polinomlarin sifir yerleri

R (5) (L, (x)  ve F.

2n+1

(x)(L5,, (x))in sifirlarma resmeden fonksiyonlar

bulunup bazi 6rnekler kompleks diizlemde ¢izdirilmis ve sifirlar1 resmetme siralari

incelenmistir.

) (x) polnomunun sifir yerlerinin modiilleri (mutlak degerleri) x,,
(i=1,2,...,n)ile x,<x,<..<x, swasiyla gosterilsin. Benzer sekilde ¢ift indisli
Fibonacci polinomlarin veya ¢ift indisli Lucas polinomlarinin birinci mertebeden
tiirevinin sifirlarmm modiilide y, (j=1,2,...,n)ile 1 <Y2 <...<yn sirasiyla ele

alinsin.

4.1.2.1 Teorem: L, (x)’in sifirlarmin modili F,, (x)(L;,(x))’in

sifirlarinin modiiliine
o, (x)=2 sin(arcsini - l) (4.6)
2 4n

fonksiyonu yardimiyla resmedilir.
Ispat: F), (x) (L}, (x)) ve L,,(x) polinomlarim sifirlarinin format: sirastyla

(2.22) ve (2.23) deki gibi oldugundan mutlak degerleri asagidaki gibidir:
b— 2sink—”, k=0,1,.., n—1
2n
ve

2k +1
2n

y:2sin( j% k=0,1,.., n—1.

0 =4 denilirse asagidaki esitlik elde edilir.
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. X, T .Y
arcsin(=) —— = arcsin(=
(2) ™ (2)

Ardindan istenen fonksiyona kolayca ulasilir. o

L5) |
2r ;
L p /
L .~*',
1+ P
-~
P
v
L ~4~A’//
1 . i L i 1 L " i . . f—aj o, L 1 L N + . L LS[X)
=9 —1 7 1 2
P
o ~1
p //"/ L
k,fwf/f/ -2 ;

Sekil 4.1: n=4 i¢in ¢,(x) Fonksiyonu

Ly, (%) (F},. (x))in sifirlarimin mutlak degeri x, (i=1,2,...,n) ile gosterilmek
tizere kiigiikten biiylige x, < x, <..<x, seklinde; L), (x)’in de sifirlarimn mutlak
degeri ise y,(j=1,2,...,n) ile gosterilmek tzere y, <y, <..<y,seklinde

gosterilsin. Bu durumda asagidaki teorem elde edilir.

4.1.22 Teorem: L, (x)(F, (x))in sifirlanmin modilini L), (x)

2n+1

stfirlarinin modiiliine

. . X T
B,(x) = 2sin(arcsin ) + m) 4.7

|

|

I

|

Benzer sekilde tek indisli Fibonacci ve Lucas polinomlar: ele alindiginda
fonksiyonu yardimiyla resmedilir.
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ve L

Ispat: L, (x) 21 (X) polinomlarinin sifirlart (2.25) ve (2.26) seklinde

oldugu bilindiginden bu sifir yerlerinin modiilleri sirasiyla asagidaki gibidir:

3=26in"_ =0, 1,0, -1,
2n+1
ve
x= 2sin[2k+l)£,k =0, 1,.... n—1.
2n+1)2
0 =52 alinarak asagidaki esitlik haline getirilebilir.
arcsin(f) i it arcsin(l),
27 2(2n+1) 2

Bu halde istenen fonksiyon kolayca elde edilir. o

-~ ‘/""IM
L .-*/p‘-
| 1
| . A-"//
; r ,//
( A -
| A
| : - L;(x)
‘ 1 " il L 1 1 ? A,
| -2 -1 e 1 2
i
1 /!//—
e -1
////
.//.
/ i

Sekil 4.2: n=3 i¢in f;(x) Fonksiyonu

og(x) ve S,(x) fonksiyonlarmm swrasiyla Lg(x) in sifirlarmi Lg(x)in

sifirlarina ve L, (x) in sifirlarmi Z;(x) in sifirlarina resmettigi Sekil 4.1 ve Sekil

4.2°de goriilmektedir.
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4.2. R -Bonacci Polinomlarinin Tiirevlerinin Simetrik Polinomlar
Yardimiyla Elde Edilen Sifirlar

X, X,, .., X, R -Bonacci polinomlarinn tiirevlerinin sifir yerlerini x, € C olsun. R -

Bonacci polinomlarinin cebirsel gosterimi asagidaki gosterim ile [32] nolu ¢alismada

V. E. Hoggatt, M. Bicknell tarafindan

n— j—1

R -3

]- ] x(f-l)(n-l)-rj (4.8)

n

} r-nomial katsayiy1 gostersin. Direkt tlirev alma

1)y

seklinde elde edilmisti. Burada (
islemi uygulanarak R -Bonacci polinomlarinin ¢, mertebeden tiirevinin genel

gosterimini veren cebirsel gosterim de yeniden yazilabilir:
0] n=j-1 : : (r=1)(n-1)-rj~t
R, (x):Z j (r=D(n-D=-r) ..(r=D(n-D)=rj—-t+1)x 4.9)
k=0 .

M. X. He, D. Simon ve P. E. Ricci (4.8) cebirsel gosterimi kullanarak Fibonacci
polinomlarinin sifirlarin1 i¢eren simetrik polinomlari elde etmislerdir [39]. Bu
b6liimdeki asil amag biitiin Fibonacci, Tribonacci ve Quadranacci polinomlarin 7.
mertebeden tlirevini kapsayan R’(x)’ in sifirilarimi igeren en genel simetrik
polinomlar1 elde etmektir. Simetrik polinomlar, Tribonacci polinomlari i¢in i¢ adimda
elde edilip, R —Bonacci polinomlari i¢in » adimda elde edilecek olan bu polinomlar
tek teoremle ifade edilecektir. R —Bonacci polinomlarinin tiirevlerinin tiim siniflar

icin verilecek olan en genel simetrik polinom bu agidan diistiniildiiginde daha
kullanish oldugu belirtilmelidir. Ayrica tim R'’(x) polinomlarin sifir yerlerinin
r.mertebeden kuvvetlerini igeren simetrik polinomlar kullanilarak bu polinomlarin

bazi siiflarinin sifir yerleri agik sekilde ifade edilmistir. Bu formiiller bu polinomlarin

sifir yerlerinin karakterizasyonu agisindan sade ve kullanishdir.
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4.2.1 Tribonacci Polinomlarinin Tiirevlerinin Sifir Yerleri

Sabit olmayan bir polinomunun sifirlari ile ayni polinomunun birinci
mertebeden tiirevinin sifir yerlerinin aym konveks bélge iginde kaldigi Gauss-Lucas
Teoreminden bilinmektedir. Oncelikle bu bsliimde R — Bonacci polinomlarinin r =3
iken ozel hali olan bazi Tribonacci polinomlarinin tiirevlerinin simetrik polinomlar:
bulunmasi hedeflenmistir. Tribonacci polinomlarin tiirevlerinin de sifir yerlerinin, %,

27i 2ri

bu polinomlarin referans yerlerini gostermek tizere { x, }, {xkeT} ve { x,(e_T } gibi ti¢

gruba ayrildigi bilindiginden asagidaki ornekte de incelenebilecegi gibi bu

polinomlarin sifirlart 3-yildizil olustururlar.

4.2.1.1 Ornek:

T (x) ve T{’(x) polinomunun sifir yerleri kompleks diizlemde

*
$ H
® ®
I °® = ®
®
10+ 2 ..d'_ 1.0 o*
® . °
L ®
°
]
®
°
0.5 0
. L
[, . .
L "oy :
L 0. ®
—o—0—o Py 00
0.0 o oo "
. ®
.. ®
Tad ® o
[ ®
0.5 [}
. L]
°
r °
®
L ° ) o
e” o g "
L . -10 L]
1.0 N -..» . 00
®
'] L]
*
-10 -05 0.0 0.5 -10 -0.5 0.0 05 10

Sekil 4.3: T, (x)’in Sifirlan Sekil 4.4: 7. (x)’in Stfirlan

Tribonacci polinomlar: igin elde edilen simetrik polinomlar su ana kadar

tirevleri igin literatiirde elde edilmemis olup sifir yerleri igin herhangi bir
formiilizasyon verilememistir. Bu béliimde T3(,§)(x), T;ﬁl (x), T3(,§)+2 (x) polinomlarinin

sifir yerlerinden olusan simetrik polinomlar bulunduktan sonra edilen formiiller

Orneklenecektir.
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4.2.1.2 Teorem: ¢=3k ve ke N" i¢in, T3(n')+1 (x) ’in sifirlarinin kiiplerinden

olusan en genel simetrik polinom asagidaki gibidir:

3{9):(—1) (6n—3j)(6n—3j—1)...(6n—3j—t+1)(3?1‘—]) @0 |

6n(6n-1)...(6n—-t+1) j

Ispat: T3(n’)+] (x) polinomunun sifirlarinin ti¢ kiimeye gruplandig: bilindiginden
bu polinom asagidaki sekilde yazabilir:

(%) | |
T$. ) =6n(6n-1)...6n-1+1) [] G ——xk)(x —xke%)(x —x e,

k=1
|
|
. ; ; \
Carpma islemine devam edilerek, ‘

T, (x) = 61 (6n=1)...(6n -1 +1) {x* -

2n—[éj
x0T 5 4 xS ij x) —x®? Z XXX+ m H 5
k=1 J#k Skl k=1

2] J
=6n(6n-1)..(6n—1+1) (-1) xﬁ"*”"{ > Hx,j}

Jj=0 =l <h<.<l; i=]

)

=6n(6n-1)..(6n-t+1) ¥ o, (xf, 2 3 ) ey

2n-(3)

W~

|~

J=0
Yukaridaki son esitlik yeniden diizenlenerek asagidaki hale getirilir:
2;%(%)
T (x)= 3 6n(6n-1)..(6n-1+1)c, (xf, 2y x;n_(i)) o3I @.11)
j=0 3
Aynica (4.8) ve (4.11) birbirine esit oldugundan istenilen (4.10) simetrik polinom elde

edilmis olur.o

Teorem 4.2.1.2°in bazi 6zel halleri dogrudan bu polinomlarin sifir yerlerinin kiiplerini

igeren toplam ve ¢arpim formiillerini verir.
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4.2.1.3 Sonug: j=2n—(%) icin T (x)* in sifirlart agagidaki denklemleri

saglar:
(.)znl_—(f] 3y (—1)"1([—1)...(1) 3n-j) L)
DL 5= G @n-nen—tn\ j ), :
Ve
S  (6n-3)(6n—4)...(6n—1-2)(3n-1) _ w13
(ii) k=1 X, == 6n(6n-1)...(6n-t+1) 1 3—601. ;

Ispat: Esitlik (4.10)’de j yerine 1 ve 2n—(§) yazilirsa istenen sonug elde

edilir. o

(4.12) ve (4.13) esitlikleri kullanilarak T3(,§)+1 (x)’in bazi smiflariin sifir yerlerinin

formiilii simdi tanimlanacak olan O‘(k, n) fonksiyonu yardimiyla elde edilebilir.

4.2.1.4 Tamm: k,neZ igin o (k,n) asagidaki gibi tanimlanur.
o (kn) =k (k+1)(k+2)...(k+n=1). (4.14)
o (k,n) fonksiyonunu tanimlamadaki amag islem yapilirken (4.12) ve (4.13)

esitliklerinin daha sade yazilmasidir.

4.2.1.4 Teorem: y, ve o, (4.12) ve (4.13) esitligindeki katsayilar olmak

lizere j=2 igin T6m-¢) (x) polinomunun sifirlar1 asagidaki gibidir:

3n+1

. i\[ 2'—4 2kzi
xk:ifz 2B, k=012 (4.15)

Ispat: (4.12) ve (4.13) nolu esitliklerde  =6n—6 yazilarak

2, 5 [3n-1) (6n-3)(6n-4)..(4)

;x"_ ( 1 l GBn—1)eT (4.16)
Ve

ﬁx3: 3n-2) (6n-6)(6n-7)...) 417

Al 2 ), 6n6n-1..7 '
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denklemleri elde edilir. Ardindan (4.16) ve (4.17) esitlikleri yeniden diizenlenerek
2
3_ (3n-1) o@.6n-6)
Z i ( )3 o(7,6n-6) - @2
ve
3n-2Y) o(l,6n-6)
ka ( >3 o(7,6n—6) '
bulunur. Indis 2 ye kadar gittiginden asagidaki iki bilinmeyenli denklem sistemi elde
edilir:
x3x3 =y, and x3 +x3 = w,.

=y,/x; ikinci denklemde yerine yazilarak, asagidaki esitlik elde edilir:

(%)" =@, %, +7, =0.

Hatta, x, yukandaki denklemi de sagladigi icin, (x*1,X2) nokta ¢ifti T(é"'é)(x)

3n+l1

(6

polinomunun sifir yerlerini olusturmaktadir. Dolayisiyla 73" )( ) polinomunun sifir

yerleri yukaridaki esitlik (4.15)teki gibi olmalidir.

4.2.1.5 Ornek: n=>5 igin Tribonacci polinomunun 24. mertebeden tiirevi

a, = 56460804557724788981760000 , a, = 25407362050976155041792000000

a, =368406749739154248105984000000 olmak iizere T;7" (x) = @, +a,x* + agx®

seklindedir. Bu polinom igin (4.16) ve (4.17) esitliklerinde n=5 i¢in @, = _% ve
P = = elde edilir ve (4.15) esitliginde bu degerler yazilarak
k=0 igin

M4 (14, 4
=A% B 6533 _ g omp74+03511561

2
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Ve

(4 1,
x, ={|—203 2203 6525 _ 0.0659893 +0.114297;
k=1 igin
TR ATION
x, ={|—203 2203 6525 ,* — _0.405480133
Ve
14 [14, 4
205 V%03 6525 i
X, = - e’ =-0.131979;
k=2 i¢in
1414,
— a 4
x, =4 —293 2203 6325 ;5 2020274 - 0.351156
Ve
4 [14, 4
203 V203 "5
X, = : e =0.0659893 - 0.114297i.

elde edilir ki bu kokler gergekten T1(624)(x) polinomunun sifir yerlerini

olusturmaktadir. Bulunan bu sifir yerleri kompleks diizlemde de asagidaki gibi

gosterilebilir:
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Sekil 4.5: Ti¢' (x) Polinomunun Sifir Yerleri

4.2.1.6 Teorem: ¢=3k+1 ve ke N" i¢in T3(,:)(x) ’in sifirlarini iceren en genel

simetrik polinom asagidaki gibidir:

: )_(—l)f(6n—3j—2)(6n—3j—3)...(6n—3j_(t+1)) -1 e
) (6n—2)(6n—3)...(6n—(t +1)) ) .

3
0'(x1 e X, (i)

Ispat: Teorem 4.2.1.4’iin ispat mantiginin aynisiyla sonug kolayca elde edilir. o

4.2.1.7 Sonug: j=2n—(%) icin T3(;)(x) polinomunun sifirlar1 asagidaki

denklemleri
(i)znw(?jaf= LD (M%HJ =9, (4.19)
e (6n=2)(6n-3)..(6n—-(t+1)\ 2n—(2) | '
Ve
(l_i)z" %Jf _ (3n=1)(6n-3)(6n-4)...(6n-1-2)(3n-2) _ I
e TE T (6n—2) (6n—3)..(6n-(t+1) 1 3_¢f '
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denklemlerini saglar.

Ispat: Esitlik (4.17)’de j yerine 1 ve 2n—(§) yazilirsa istenen sonug elde

edilir. o

4.2.1.8 Teorem: t=3k+2 ve ke N" igin 7’3(,22 (x) polinomunun sifirlarindan

olusan simetrik polinom asagidaki gibi ifade edilebilir:

(2 ; ) (—1)-"(6n—3j—2)(6n—3j+2)...(6n—3j—t+3)£3n—j+1
ol|Xx = :

2 L x j (4.21)
(61+2)(6n+1)...(6n—t+3) i)

()

Ispat: Teorem 4.2.1.4’{in ispat mantigiyla istenen ifade kolayca elde edilir. o

4.2.1.9 Sonug: j=2n —(’—;2) i¢in Tfﬁz(x) polinomunun sifir yerleri

; i) 3 (—1)fr(t—l)...l n+(‘_§l)_1 ~
@ l,;[ xk_(6n+2)(6n+1)...(6n—t+3) 2n—(42) 3"/’/ (4.22)

Ve

0. (4.23)

J

- 2"*(%%3 ___(6n=1)(6n-2)..(6n-1) (3,4)

=) (6n+2)(6n+1)...(6n—-t+3)\ 1
esitliklerini saglar.
Ispat: Esitlik (4.21)’de j yerine 1 ve 2n—(§) yazilirsa istenen sonug elde

edilir. o

T3(,:)(x) ve T;ﬁz(x) Tribonacci tiirev polinomlarinin kokleri asagidaki gibi elde

edilir.

4.2.1.10 Teorem: T3(,;)+ j(x) polinomunun sifirlar1 j =0,2 i¢in asagidaki gibi

formiiliize edilebilir: 75,,,(x) ve Tj,(x) polinomlarin sifir yerleri &, ve &, yerine
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sirasiyla 02, @2 ve W2 ®2 olmak lizere (4.15) gibidir.

Ispat: Ispatlar benzer sekilde elde edilir. o

42.1.11 Ornek: T, (x) polinomu ele alndiginda j=2 igin t=6n-4

oldugundan n=4 i¢in agagidaki polinom elde edilir:

729 (x) = 160571532539658240000 + 51704033477769953280000x" + 560127029342507827200000x°

14

ve &, degerleri sirasiyla @, ve ¥, yerine (4.14) nolu esitlikte yerine yazilarak
2 2 2 2

+&7 6,
_gfeatye —0 e k=0,1,2 (4.24)

bulunur.

=3 ve n=2 icin altnc1 Tribonacci polinomunun doérdiincii mertebeden

tiirevi 7" (x)=5040x° +3360x" +144 olan polinomunun sifir yerlerini bulalim.
w,=2/3, y,=1/35 degerleri (4.15) nolu esitlikte yazilarak bu polinomun sifirlari

asagidaki sekilde bulnur:

[2/3£4(2/3) =4/35 4
= 5 e, k=012

) (x) polinomunun kokleri gergekten — x, =-0.852991, x, =—0.358399,

Xk

x, =0.179199 —0.310382i ,x, =0.179199 +0.310382i  x; =0.426495 —0.738712i

ve x,=0.426495 +0.738712i olup  gergekten yeni elde edilen degerlerle

cakigsmaktadir. Benzer sekilde Tlgfo)(x) ve T (x) polinomlarmmn sifir yerleri

asagidaki gibi dagilmaktadir.
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Sekil 4.6: 77" (x)’in Stfirlan Sekil 4.7: T (x)’in Sifirlar

4.2.2 R -Bonacci Polinomlarmin Tiirevlerinin Sifir Yerleri

R (x) t tiirevi gostermek iizere tiirev polinomunun cebirsel hali yeniden

asagidaki gibi ifade edilebilir.
—i-1 ‘
R,S”(x)=2(n . ] (( =D1=D =)o =D =D)=rj =t +1) XX, (4.25)
J=0 -] r

Bu boliimde éncelikle R ,(x)’in sifirlarini igeren en genel simetrik polinom

elde edildikten sonra ’nin bazi 6zel hallerinde R") ,(*) polinomunun sifir yerlerinin

acik ifadelerine yer verilecektir.

4.2.2.1 Teorem: ke N've pe {O, L., r— 1} olmak tizere eger

t=rk—(1-p)r-1), (4.26)
p=(r=-D(rn+p-0)...(rn(r-)—t+(p-Dr+2-p)) (4.27)

ve
N =(r—1)n—(2X) (4.28)

tanimlanirsa, bu halde RY (x) polinomunun sifirlarin1 igeren en genel simetrik

rn+p

polinom asagidaki gibidir:
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o (3= D/ ((r=D)(rn+ p-D)—r).(r=D(rn+p-1)- r]—t+1)(i’n+p Jj- lj (429
((r=D(@rn+p-1)..(rn(r =D =1 +(p=1r +(2-p)) J ,

Ispat: R -Bonacci polinomlarinin sifir yerlerinin » tane kiimeye {xk} ,

{xkez% } 5 o {xke_b% } seklinde gruplandig: bilindiginden RY ,(x) polinomun

asagidaki gibi yazilabilir:
" 27{/ _2ni
Wp H X—%,) (x x.e )(x—xke )
k=1

Carpma iglemleri yapilip tim terimler yeniden toparlanirsa R£;)+ : (x) polinomlar1

(4.30)

asagidaki hale getirilir.

rn=-m=(t+(1-p)(r-1)) _

R, (x) = ut

Ui n
rra—rn=(t+(1-p)(r-1)-r r rra—rn—(t+(1- p)(r-1)-2r ror
X E Xy + X E xj xk

k=1 J=k
n
- Bt Z xixx) +o+ [ 5
JEk=l k=
U o, ‘ J
- #{Z(l)’ X ""'"_(”“"’M_ﬂ{ 2 I« H
j=0 =l <ly<.<l; i=]

n
_ Jj ror r (r=1)(rm+p-1)-rj-t
= U z (—Ly'o, (x1 i - x,])x .

RY (x) polinomunun en sade hali asagidaki gibi olacaktir:

m+p

,] .
RY) ) = Z,u o, (xl", . A x,; )x('_l)('”p—l)_”_[. 4.31)

rn+p
J=0
Diger taraftan (4.31) ve (4.9) esitliklerinin ikisi de Rfi,l , (x) polinomunun en genel

hali oldugundan istenilen gésterim kolayca elde edilmis olur.

RY ( ) polinomunun r. sifir yerlerini igeren toplam ve ¢arpim formiilleri r

m+p

asagidaki gibi elde edilir. ;

4.2.2.2 Sonug¢: ¢ ve 71 sirasiyla (4.26) ve (4.27) esitliklerindeki gibi olsun.

keN" ve pe{0,1,.,r-1} olmak iizere, RY ,(x) polinomunun sifirlart asagidaki

esitlikleri saglar:
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(i)li[x,.:(—1)*((r—1)(rn+p—1)—r/l)..((r—l)(rn+p—1)—m—t+1)[rn+p—;t—1] _o (432
ool ((r=D(rn+ p=1)..(rn(r =)=t +(p-Dr+2 - p)) A L

ve

(ii)zl:x,f :_((r—l)(rn+p—l)—r)..((r—l)(rn+p—1)—r—t+1) rn+p-2 <, (4.33)
— (r=D@rn+p-1)..rn(r =) —t+(p-Dr+©2 - p)) 1 i
Ispat: (4.29) nolu esitlikte jyerine 1 ve p yazlarak istenilen sonug elde

edilmis olur. o
Simdi R -Bonacci polinomlarinin sifir yerlerinden olusan simetrik polinomlara

ve toplam, ¢arpim formiillerine yer verildikten sonra bu polinomlarin sifir yerlerinin

formiiliizasyonu i¢in yine o (k,#) fonksiyonu kullanilacaktir.

4.2.2.3 Teorem: R") (x) polinomunun sifirlar1 asagidaki sekilde yazilabilir:

m+p

t=r(r-Dn-2r—(1-p)r-1) igin rRY ,(x) polinomunun sifir yerleri

m+

H(1-p)1)
[r((r —1n- ( r >)]tanedir ve bu sifirlar, &, ve &, sirasiyla (4.32) ve (4.33)

esitliklerindeki katsayilar olmak tizere asagidaki gibidir:

+ w40,
X, Zi/% W, =40, e, k=0,1,2,., r—1. (4.34)

2

ispat: RUU-Dr2r=Ur )(r_l))(x) polinomu r((r—l)n—(w)) dereceden

H+p
oldugundan O'(k,n) fonksiyonu ve sirasiyla (4.32) ve (4.33) esitlikleri kullanilarak,

asagidaki toplam ve ¢arpim formiilleri elde edilir

3
Hxlt =X%, =V,
k=1

ve

& = Z—Z oldugu bilindiginden asagidaki ikinci dereceden denklem kolayca elde edilir:

2

2 =
xzr—v/2x§+vz = 0.
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Bu denklem coziilerek kokler kolayca bulunur. Boylece, R" (x) polinomunun

m+p

kokleri (4.34) gibi olmalidir.

r=2, r=4 ve r=5 igin sirasiyla Fibonacci, Quadranacci ve 5-Bonacci
polinomlar1 elde edildiginden bu polinomlar i¢in sonuglar tek tek verilip
orneklendirilecek ve Teorem 2.1.4 kullanilarak bu sonuglar Lucas polinomlari i¢in de

uyarlanacaktir.

4.2.2.4 Sonug: pe{0,1} ve t=2n-5+p alindiginda, F‘Z(rgp (x)
polinomunun sifir yerleri v, ve y, sirasiyla (4.32) ve (4.33) daki esitlikler olmak

tizere asagidaki gibi verilebilir:

+\wi -4 %
xk—(% v U2]e"’”,(k—0,l) 4.35)

2

(2.27) esitliginde verilen L:m (x) ve F" (x) polinomlarininin sifir yerlerinin

n

ayni oldugu bilindiginden p €{0,1} igin Lj ), (x) polinomlarinin sifir yerleri igin de

(4.35) esitligin gegerli oldugu agiktir.

Asagidaki sonug, Tribonacci polinomlarinin tiirevlerinin bazi siniflarinin sifir
yerleri i¢in ii¢ adimda elde edilen sonuglari tek sonuca indirgemektedir. Ayrica
Teorem 4.3.1.3 tiim R -Bonacci polinomlarinin tiirevlerinin sifir yerlerini taradigi i¢in

daha geneldir.

4.2.2.5 Sonug: pe{0,1,2} ve t=6n-8+2p i¢in T3,

o
il (x) nin sifirlan da,

sirasiyla v, ve y, (4.32) ve (4.32) esitliklerindeki gibi olmak tizere asagidaki gibi
elde edilir

2

+\yl-4 :
xk={% v ”2} ¥ (k=0,1,2) (4.36)

r=4 ve r=>5igin elde edilen Quaranacci ve 5-Bonacci polinomlarinin

tirevlerinin  sifir yerleri de (4.34) nolu esitlikdeki gibidir. Tek farka

7




+.4 2 _4p ki L
{% 1/;2 2} ifadesinin sirasiyla derecesinin y, % ve e?, e’ donme

farkinin olmasidir. Bu nedenle Quadranacci ve 5-Bonacci polinomlari i¢in sonuglar

tekrarlanmayip 6rnek verilecektir.

4.2.2.6 Ornek: p=n=2 ve r =4 i¢in asagidaki Quadranacci tiirev polinomu
elde edilir: Q(13 ( ) = 93405312000 + 88921857024000x" +1267136462592000x°.

(4.32) ve (4.33) nolu esitlikler kullanilarak

L (5) o(113) 1
.
ka‘(zl (9.13) 13566 2

S={}) Zom- 5

elde edilir. (4.34) nolu esitlik kullamlarak, O (x) polinomunun kokleri

k=0 igin,
44 (—— ol
x =4 257 1339 —0.127788+0.127788i
ve
_ 4 _ ul 4
13566 =0.36255+0.36255i;
k=1 i¢in
_i+ i
\/ m e? =-0.36255+0.36255i
ve
4 _
\/ 57 \/T e? =—-0.127788+0.127788i;
k=2 i¢in
_1_1_
\/ \/T " =-0.127788-0.127788i
ve




]

% =\/ ("2 ) i e” =-0.36255-0.36255i;
k =3 i¢in
__i_’_ (_— - 4 37
x, = {—Z 257 2% T =0.127788-0.127788i
ve

xs=Jﬁ_V( ) s e =0.36255-0.36255i

2

olarak elde edilir.

01 F

0.0

Sekil 4.9: 0" (x) Polinomunun Sifir Yerleri
4.2.2.7 Ornek: Sekizinci 5-Bonacci polinomunun 18. mertebeden tiirev
polinomu diistiniildiigiinde p=3 , n=1 ve r=5 oldugundan asagidaki onuncu
dereceden polinom elde edilir:

éls) (x) =96035605585920000 +1292600836944248832000x° +84019054401376174080000x"°.

Bu polinomun sifir yerleri (4.34) yardimiyla asagidaki gibi elde edilir:

e, k=0,1,23,4. (4.37)
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0.0

=04+

Sekil 4.9: B!")(x) Polinomunun Sifir Yerleri

Yukaridaki 6rneklerden de incelenebilecegi iizere (4.34) nolu formiiliizasyon
tim R —Bonacci polinomlarini taramaktadir. Fakat sadece belli tipteki tiirev

polinomlarin sifir yerlerinin elde edilmesine olanak saglamaktadir. Bu sebeple (4.34)

nolu esitligin ¢alismadig: tiirev polinomlarinda 6nceki bslimde elde edilen R, halka

bolgesi kullanilabilir. Sonug¢ olarak bu boliimde belli tiirev polinomlart igin

formiiliizasyon digerleri igin de polinomun sifirlarini barindiran disk belirlenmis olur.

4.2.2.8 Ornek: n=5 ve r=28icin

a, =36586601353405663260180480000000,

a=a,=a,=a;=0,

ve

|
| a, =21927569744474460847268167680000000
as =410045554221672417843914735616000000
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olmak iizere T (x)=a +a.x’ +a.x® polinomunun sifir yerleri icin asagidaki
18 0 T4, s* P ¥ ¢in asag

hesaplamalar yapilabilir:

3
k=3 icin {—ELEO—} =0.0550525
s—1]a
ve
6
k=6 icin { Fs ﬂ} =0.181451
s 1%
F a Jk
oldugundan, 7 = min L |22t =0.0550525 elde edilir.
1<k<6 F;1+2_ a,

Benzer sekilde 7,0 (x) Tribonacci tiirev polinomunun sifir yerlerini igeren dist sur,

k=1 icin {Eh}:o,
1| %
%
k=2 icin F-liag, =0,
E, | ag
A
k=3 icin {Mh} =0.811682
| ag

ve benzer sekilde k£ =4 ve k=5 i¢in bu degerler 0 olacaktir. Son olarak

F,—1

As_g
s

6

%
k=6 igin { } =0.246266

Eoo—1
bulunacagindan 7, = max {L

1<k<6 E{

ar/—k

b7
} =0.811682 sinir1 elde edilir.

a

n
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Buna gore R, ={z e C:0.0550525 <|2|<0.811682} halka bolgesi gergekten 7% (x)

polinomunun sifir yerleri olan

x, =-0.372656, x, =-0.11991,
x,, =0.0599549 +0.103845

X5 =0.186328 + 0.32273i

noktalarini igerir. Boylece Tl(gzg) (x) polinomu sifirlar1 formiilize edilemeyen bir
polinom olsa da sifir yerlerini igeren halka bolge elde edildi. Bu sekilde geriye kalan
tim R — Bonacci tiirev polinomlari igin sifirlar1 igeren halka bolgeler elde

edilebilmektedir.
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5. SONUC VE ONERILER

R —Bonacci polinomlart ve tiirevlerinin sifir yerlerinin incelendigi bu tezde
oncelikle R —Bonacci polinomlarinin simetrik polinomlari elde edilmis ve bu
polinomlar yardimiyla bu polinomlarin bazi siniflarinin sifir yerleri bulunmustur. R -
Bonacci polinomlarinin  sifirlart igin sadece n=1 durumunda referans nokta
yardimiyla tiim sifir yerlerinin Uretilebilmesi saglanmigtir. Genel bir polinomun
koklerini bulunduran yeni halka bélge elde edilmistir. Literatiirde bilinen bélgeler yeni
bolgelerle kiyaslanmis ve yeni halka bélgelerin daha ince oldugu belirlenmistir. Diger
yandan karakteristik polinomu R —Bonacci polinomunu veren matristen
faydalanilarak bu polinomun sifir yerlerini barindiran Gershgorin ¢emberleri elde
edilmistir. Dolayisiyla R —Bonacci polinomlarinin sifir yerleri i¢in elde edilen yeni
halka bolge ile birlikte Gershgorin ¢emberleri kiyaslanmis, hangi ydntemin hangi

durumlarda daha gecerli olduguna dair bazi yorumlar yapilmistir.

R —Bonacci polinomlarinin tiirevlerinin sifir yerlerini incelerken farkli bir
metot kullanilarak oncelikle Fibonacci polinomlarinin birinci mertebeden tiirevlerinin
sifir yerlerini veren esitlik elde edilmis 6rneklerle incelenip sonuglar ikinci mertebeden
Lucas polinomlar1 i¢in de uyarlanmistir. Diger yandan Lucas polinomlarinin sifir
yerlerini Fibonacci polinomlarinin sifir yerlerine resmeden fonksiyonlar ve sifirlar
resmetme siralari incelenmistir. R —Bonacci polinomlarinin tiirev polinomlarinin sifir
yerlerini elde etmek i¢in simetrik polinomlar bulunmustur. Elde edilen bu simetrik
polinomlar yardimiyla formiliizasyon bazi tipteki R —Bonacci polinomlar: igin

saglanmigtir. Diger tlirev polinomlari i¢in ise elde ettigimiz yeni sinurlar kullanilmigtir.
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6. EKLER

Ey (x) =x
By (x) = 1axd

B, (x):i‘xix]

Ey (x) =143 e

Fg (#) =3x+4x’ %

By lx) =1e6ud ¢ 5’ oxf
o (x) =dne 20 e6x”4x’

]

By (%) 2141007 ¢ 1500 o7 4 i®

By (x) =5x 20t 4 21x 1B’ 4’

Fyp {w) =14 1507+ 35 128" 0xt 4 x?l

Eyp {x) shx 357 1560 136 1 10%7 4act?

LIRS TR RS [ PARY "PLRT L PLRE R IRy

By {x) =Tx+56 w2’ 112007 o557 v 12t et

Eyy (@) =14 28 ¢ 126 %% + 21055 1 1652 1 66010 4 13522 4 xH

Fog {n) =Bx+84 xdr 252 +330%" e 2200 0 78t v 28 P P

By (1) =10 36%% ¢ 220 x¢ 1 2624% 1405 xF 1286 %10 e 0112 4 15 4ot

Epg dn) = 9+ 120 x ¢ 462%” + 7925 + 715 x9 e 364w 4 105507 4 16 4 u?!

i (0) = 1e45% + 33000 1 02455 ¢ 1267wt 4 20010 4 455 12 v 2205 27w 8 0 ul?

Byp (%) =2 20x+265x7 +7192x% 41726 x7 2002 %" + 1365 %™ 560 4 136 %% 0 187 4!

Fyy (%) 210557 +495x% ¢ 1726 %% + 3003 4 30030 + 1820 17 4 680 + 15328 v 19 0¥

Fyp (%) = 1006 220% ¢ 12875 1 3432 % 45005 x® + 4368 %™ 4 2380 %™ 4 816%™ 4 1720 s 20x7 4

By (x) =10 86x o 705 ¢ ¢ 30036% 1 6435% + 80080« 6108 x4 3060 x4 4 960 x4 290 %% 4 20470 4 a2

Eq x) =120 286 %7 + 2002 + 64357 ¢ 12440x" + 12376 ™ 4 056812 4 3876 ™ » 12401 4 22047 g 220% B

Byg () =10 787 +2001x% + 50055 + 22870 x¥ + 19448 %27 1 18560 x% 4 116283 14885 4 133018 2300w 23

Fap (0] = 1330 3645 ¢ 30032 ¢ 134407 42 320%% 1+ 31826 2723257 1 15504 2 4 5985 017 4 1540x1? 4 25357 4 24P o®®

Fyp (%) =14 902% #1365 %% ¢ 8008 1+ 24320 %" £ 43758 %7 4 503087 4 38 760 %™ 20349 %164 7315 5 e 1771520 4 216 %% v 251 4 u?8

Fup (x) =14 w4455 % 44368 x> + 19448 x7 +48620%° + 7558251 1775200 1 54264 1 26334217 1 8855170 4 202467 4 30052 4 26570 4 T
By (x) =51+ 205 %% + 18204 + 12376 443758 %+ 9237850 4 1259702 ¢ 126280 x™ ¢ 74613 4 33640 x?® 4 20626 677 4 230072 ¢ 3257 4 2770 457

Fap (k) =15 0 560 x + 62685 +31824x7 +92378%° 1+ 267960 %™ + 20343061 + 170544 ' + 10084717 + 42504 %77 4 12650671+ 2600 x7 4 350570 4 28T P

Ek 6.1: 11k 30 Fibonacci Polinomu
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Ly (x) =x

Ly (x) =2+ x?
Ly (x):3x¢x3
Ly (x)=2+4x%+x!

Lg (x)=5x+5x3+x5

Lg (x) =2+ 9x% +6x% +x°

Ly (x)=7x+24x3+7x%+x7

Ly (x) =2+16 %% +20 x? + 8 x5 +x®

Ly (x) =9%x+30x>+27x%+9x” +x°

Lyp (x) =2+25x% + 50 x* + 35 x5 + 10 x® +x2°

Lyp (x) =11x+55%x% +77x% + 44 x7 +11x% + x1

Lyp (%) =2+36x%+105x* +112x5 + 54 x® + 12 %20 + x*2

Lys (x) =13 x+ 91> +182x% + 156 x7 +65x° + 13 x1 4 x13

Lyg (x) =2 +49x2+ 196 x* +294 x5+ 210 x% + 7720 + 14 %22 1 xM*

Lys (x) =15 x+ 140 x> + 378 x5 + 450 x” + 275 x® + 90 x? + 15 x3 4 x5

Ly (x) =2+ 64 X2 +336x* + 672 x% + 660 x® + 352 x*% + 104 x*2 + 16 x4 + x*¢

Lys (%) =17 x+ 204 x> + 714 x% + 1122 x7 + 935 x% + 442 x* + 129 %13 + 17 x?% + %7

Lyg (%) =2+81x%+540x* + 1386 x8 + 1782 x® + 1287 x1% + 546 x*? + 135 x™ + 18 x*® + x6

Lyg (%) =19 x+ 285> + 1254 x> + 2508 x” + 2717 x° + 1729 x* + 665 x*3 + 152 x5 + 19 x17 + x!?

Lyo (x) =2+ 100 x% + 825 x* + 2640 x5 + 4290 x® + 4004 x*° + 2275 x*2 + 800 x** + 170 x*® + 20 x*® + x20

Loy (%) =21 x+385x> +2079 x% + 5148 x” + 7007 x® + 5733 x*! + 2940 x*3 + 952 x2° + 189 x17 + 21 x*7 + x??

Ly, (%) =2+ 121 %% + 1210 x* + 4719 x® + 9438 x® + 11011 x*° + 8008 x*? + 3740 x* + 1122 x26 + 209 x*® + 22 x20 + x?2

Ly (%) =23 x+ 506 x> + 3289 x> + 9867 x7 + 16 445 x% + 16744 x1 + 10948 x*3 + 4692 x% + 1311 x*7 + 230 x*¥ + 23 x?1 + x*3

Lyg () =2+144 x% +1716 x* + 8008 x® + 19305 x® + 27456 x'° + 24 752 x*% + 14 688 x™ + 5814 x*® + 1520 x*® + 252 x20 + 24 x?2 + x**

Lys (%) =25 x+ 650 x> + 5005 x> + 17875 x” + 35750 x° + 44 200 x** + 35700 x*? + 19380 x*% + 7125 x17 + 1750 x*? + 275 x** + 25 x*3 + x?°

Log (X) =2+ 169 x% + 2366 x* + 13013 x°+37180 x® + 63206 x*° + 68952 x1? + 50388 x** + 25194 x*¢ + 8645 x*® + 2002 x2° + 299 x?? + 26 x*4 + x2¢

Ly, (%) =27 x+ 819 x> + 7371 x° + 30888 x7 + 72930 x° + 107406 x** + 104 652 x*> + 69768 x'° + 32319 x7 + 10395 x*% + 2277 x?* + 324 x?3 + 27 x*® + x*7

Log (x) =2+196 %2+ 3185 x* + 20384 x® + 68 068 x® + 136136 x*% + 176 358 x2 + 155 040 x** + 94 962 x*® + 40964 x*® + 12397 x?° + 2576 x?? + 350 x*% + 28 x26 + x2¢

Log (%) =29 x+ 1015 x> + 10556 x° + 51272 x7 + 140998 x° + 243 542 x** + 281010 x*? + 224 808 x'® + 127281 x*7 + 51359 x*? + 14674 x** + 2900 x> + 377 x?° + 29 x*’

Ly (%) =2+225x% +4200x* +30940 x5 +119340x% + 277134 x20 +

419900 x2 + 436050 x** + 319770 x*6 + 168 245 x*® + 63756 x20 + 17250 x2? + 3250 x?* + 405 x2€ 4 30 %28 + x3°

Ek 6.2: 1lk 30 Lucas Polinomu
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Tz {x) = xz

Ty {x) =x axt
Ty fx) =1e2x? oxF
Ty (x) =3x% 5 3% 4x?
T {x) =2xr 6t e ax” 4230
Ty ) =1 7% 420" 4 5% 45?2
Tg ) =62« 16 %% 155 4 gxctt ax
Ty (x) =3Ixs19x% +30x7 4223204 741 (5 1€
Tyg (i) =1026x? +45x% 4 50x? 1 20:!? 4 g ul® o xl?
Ty () =20%% ¢+ 52x% 4 80x% ¢ 771 4 36510 4 9517 4 20
Typ () staedSa® v 22637 4 261104 122218 4 45216 4 10427 4 22
Tyg () 224 305% 5 24225 1 266%% 4 266 0% 4 156 %1% 4 55578 4 11530 4574
Tyq lx) =15 %% 126 %7 + 35T%% 4 50451 v414 0220 617 4 66 %20 ¢ 12523 4 128
Ty (%) =50 90 %t ¢ 393x7 ¢ 7840 ¢ 802 ¢ 525 x1% + 275 %% 4 T8 %% 4 1352 4 x2¥
Tie (%) =1450%” ¢ 357x® 12016 + 1554 %1% 4 1452315 4 880 %18 4 352520 4 924 4 24227 ¥
Tyq %) =227 + 266 %7 4 1307 %% « 2304 %1 4 2850 %M 4 2277 %17 4 1221620 4 242227 4 105 %26 4 15529 4 52
Tyg (%) =630 1615 + 2028 %” + 2007220 4 474011 14917538 4 3432537 4 1651422 4 526025 4 120 %28 4 1530 43
Tyg ) 220775 ¢ 184 x® ¢ 31306 4 6765317 + 0042 x1% 4 8074 %78 1 5005 %2 4 2284 520 4 655227 « 136%70 4 1733 4 536
Tao (1) =285 + 504 %" + 2007 %% + 8350 %%L + 14355 %™ 1 16236 %27 + 1272720 4 1088 x 1 2835 %26 4 80027 ¢ 153 12 4 15 %35 4 3¢
Tyy () = Tas 266" +2304x7 + 895310 4 10855237 1 28324 %38 4 27742622 4 19383229 4 9826 %% 4 3620 %28 4 9527 ¢ 17163 4 10437 4 4 0
Top (%) = 142225 + 1554 5% + 8350 + 2406823 443252 %20 1 52624 2% 4 45474 220 4 28665470 + 13328 %27 18556 %0 4 1122437 10053 4 20239 4 x82
Tyy (x) =362 882" 4 6765 % + 25653 %'+ 58278 x % 1 8780217 4 93093%2% 4 72955 %22 + 41326 x2% 4 17748 %27 4+ 5662x72 + 1311570 4 220 178 4 21 5% 4 58
Tyq (%) =8 424x® v 4740%" + 24068 %1%+ 69576 %17 4 120 844 16 o
168168x"° + 157950228 ¢ 1104487 158276 %28 4+ 23256 %1 1 6954 3¢ + 1520 %% 4 23120 4 22 583 ¢ 46
Tyg (%) =14156x” + 2850%" + 19855 4 73789 %1% 4 172106 %5 4 270270218 « 306735 %21 4 258570 20,
165104 %27 + 80580270« 30039537 4 845530 4 1750230 L 25342 4 23545 48
Ty (x) =457 + 14525 + 14355 2% ¢ 59576 x4 2006431 4 388752517 4 531531 %% 4 535 640 x2? 4 410 346 26 4
241128x%% 1 109497 x™ « 38304 %% 1 10185 x7% 4 2002 %% 4 276 x4% 4 24687 4 130
Ty (%) =9+ 615x +9042x" + 35827820+ 22294151 1 502303 %2% ¢ 82729027 4 996216 %22 « 905658 52" 4
633726%%% 1 34496450 » 146490 %7 125279 %> 4 12466 x%7 ¢ 2277 %47« 300 %76 4 25 x99 5 B2
Tos (%) 2192307 v 491755+ 432525% 4 201643512 1 585 650 x™% ¢ 11616152 + 1665456171 ¢ 1791428 x2¢ 4
1481208 %%7 1855434 5%0 4 484500 %77 4 193 2492%¢ 4 60214577 1 104220280 4 2576x85 ¢ 325188 4 26281 4 B
Tos {x) =55 %% ¢ 2277 x" + 28324 2¢% + 172206 % ¢ 626227 4 1477035 %17 4 252033620 4+ 3198312577 4 3 107430 %25 ,
2355962x7% 11400895577 1 669204 1 252713%7 4 70 382x%7 4 16974 %% 1 2000 %47 1 351x50 | 27257 ¢ 56
Tyo (%) =10+ 8B0x* ¢ 26236 +129 844 x¥ 1 5856907+ 1704510 %% + 3465840112 + 5182008 x2% + 5895396 x25 ¢ 5222 264 28 ,

3656360x7" + 2040885 x7% + 920822x7 4 324 053x%% 4+ 51080 x"? 4 10850 %% 4 3250547 4 37857 4 28 155 4 2 2F
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0 (x) =
Q3 (x) :xzv)(6

N (x]:vaxﬁwxg

0y ) =1e3nd a3k on??
0y (x) saxd e ext gttt

05 (x) =3x? 1 10%% ¢ 2030 0 50t o xt®

{g (x) s2xs12x% 20 ¢ 154 4 6% !

Gy (x) =21422x% ¢ 31x% 43552 4 22526 4 7220 520

Qyp () =10%” v 40 x4 652 4 562 4 28 0% v 82 4 5?7

gy (x) = 6a® v 4404 2000 4 120 5cM ¢ 84 1P 0 36 %27 4 9% 30

Oy (x) =3¢ 40 #1355 4 226 %1% + 203217+ 220 %% 4 45235 4 2020 43P

Qus 00) =130 41558 5 336232 1413228 4 3222627 4 165 %3 1 55 %28 4 11x%7 4 ¥

Qpq (0) =200 + 25557 1456 % v 728515 4 728% v 486 %% 4 220677 4 6t 0 12267 2P0

Oy (x) =10x% + 135 % 1 54650 ¢ 2228:cM + 142801 1+ 2206 %22 4 TO5 %25 4 2860 5 Ta P 4 1323 (P2

Qpe (x) =435 201%% + 580 %% 4 1554 M + 2472x17 4 2508 %2} + 1902 %77 4 9904 ¢ 3642 ¢ 0127 4 24 24t 40P

gy () =165 %" + 546 x% + 1928272 4 3823 1€ 4 4350 %2 4 4455 k%% 1 2882 %7 4 1353 %% 4 455 %78 4 205 x40 4 1534 4 448

Qpg (%) =35%7 + 456" + 2228 x % 4 5328 %M + 84505 ¢ 9240 %%% 4 7282 %77 ¢ 4224 4 18075 + 560 %7 v 220x*3 ¢ 15 T o 1™

Gpg 0x) =15 %% + 336 %" 1 22280 4 67285 + 13052 %% 1+ 17205 %% + 16 302 x%% + 11440%%% + 5019 7% ¢ 2366 %7% + €80 x4 136 %46 4 1740 o i

Qg () =5 xs 216 % + 1908 % + 7728 %% + 18 351 %7 ¢ 20 050%%% + 32802 ¢ 27456 %27 4 173027 4 8372 %77 ¢ 3045 % 4 826« ¢ 153 %% s 2877 1Y
gy (1) = 1+120a% + 1554 x% + 8092377 4 23607 % + 44 803 %7 1 53950 %% ¢ 53268 x?® 1 44473 %™ 1 25 662x7% + 212403 x*0 4 386024 5 959 %% 4 171537 4 2928 4 x50
Qup (x) =56 %" + 1228 %7+ 7728 % + 27876 %1% 4 63460 %77 4 100298 %77+

¥ 152486t v ge2extT ¢ 1260 L 190%% 4 20150 4 18

116336 x°7 + 102398 %! « 69 680 %3 + 36 960 x

G5 (1) =21%% + 728 x5 4 6720 %7+ 30276 xM 82885 %" % 4 154518 %2 + 209352 %% 4 214500 % ¢ 170 2600 4
106080 %% + 52088 %% + 20080 %*% 1 596740 + 133023 4 220 %% 4 21452 (4 FE

Qg (x) = 604132 15328 %% 130276« + 100120 %37 4 220238 1 « 347568« 4 412412 %77 37874234
2739757 + 157488 x" + 720025%% 1 26020 %% « 7296 %7 1 1540 %77 4 23155 4 2255 B2

Qps (x) = 14203 0" £ 38235 + 27876 1112035216 ¢ 201258 %27 4 534 964 x4 732524 %% 1 113773432 4

36

644345 %7 ¢ 428418 %%" 4228688 x* 1 97860 %%% + 33288 %72 4 8835 %% 4+ 177250 4 253 x50 4 23158 4 172

Qpg () =847 + 24727 4 23607« + 116 304 x*° + 358480 % 4 766272 %%% 4 1208220 x%" + 1461824 7 1 1392456 %% 4
1062360 5% + 653242 %% 4 325584 %47 4 130986 %*! + 42202 %™ 4 10605 x4 2024 x4 275 x5 4 2471 41 7®
(%) = 28%% + 1428 x% 1 18352%'% 4 122035 %% 1412334 ¥ 4 1024 464 % 1 1858156 %26 4 2567656 %70 4 2784500 x7% 4
2416856 % + 1699 354 x*% + 973998 x*¢ 1 455430%%7 , 172900 52689 %7 ¢ 12628 %52 4 2300 %55 4+ 300 %70 4 25 x4 4 ¢
Qs {x) = Tae 728 x> + 130525 1 200220 %M 4 440484 x*7 + 22012680 %77 v 2673 268 %%% + 4221312 % ¢ 5281885277 4 5095376 %37 4
4064222 % +2653202x% 4 1423461%%% 4 627000%%% 1 225379 %7 ¢ 65206 x® 4 14927 %%% v 2600 x5 4 325 x7F s 2677 kB
Qpy () =1+ 322 3% + 8451 %% + 82885 %% + 440484 %1€, 1501566 %%+ 3605980 x™* + 6472168 %% 4 9014 565%™ 4 100033967 + 9002020 %0 «
6645402 %% 14050743 %% 1 2043265 %% . 850839 %% ¢ 20044a x4 80201554 1 17526 %% 4 2025 %77 4 352276 4 275 4B
Ogp (%) =120 v 4950 %" 1 63460 %M + 411334 %% 1 1650792%%% , 4573582577 4 9346 624 x%7 ¢ 14712 960 % 18373626 %% 1 18576988 %% 4

15418 728 %3 4 20508276 x*7 1 6060620 %" « 2885 159%™ + 1139522%°% 1 3703925 1 97704 %57+ 20450 ™ 4 3276 %7 4 378 %70 4 28 %57 45T

Ek 6.4: 11k 30 Quadranacci Polinomu
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