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OZET

H(As) HECKE GRUBU VE BAZI ALT GRUPLARI
Asiye SALDIK
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
(Yiiksek Lisans Tezi/Tez Damsmani: Do¢. Dr. Recep SAHIN)
Balikesir 2010

Bu tezde H(%s) hecke grubu ve onun komiitator, kuvvet, denklik, temek
denklik ve serbest normal alt gruplar1 calisilmistir.

Bu ¢aligma dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolim giris bolimiidiir.

Ikinci bdliimde ¢aligsma siiresince gerekli olan temel tanimlar, kavramlar,
yontemler ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliim ¢alismanim ana kismudir. Once, H(%s) hecke grubu
tanitilmigtir. Sonra bu grubun temel bolgesi ve bazi 6zellikleri verilmistir. Ayrica
H(%5) Hecke grubunun kuvvet ve komiitator alt gruplari, serbest normal alt gruplari,
denklik ve temel denklik alt gruplar1 tanitilmistir. Son olarak bu alt gruplarin  grup

yapilar1 ve aralarindaki iliskiler hakkinda bilgi verilmistir.

Dordiincii boliimde, tezde elde edilen sonuglar verilmistir.

ANAHTAR SOZCUKLER: H(7.s) hecke grubu, komiitator alt grubu, kuvvet
alt grubu, serbest normal alt grubu, denklik alt grubu, temel denklik alt grubu.
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ABSTRACT

HECKE GROUP H(As) AND ITS SOME SUBGROUPS

Asiye SALDIK
Balikesir Universty, Institue of Science,

Department of Mathematics

(M. Sc. Thesis / Supervisor: Assoc. Do¢. Dr. Recep SAHIN)
Balikesir, 2010

In this thesis, the Hecke group H(As) and its power subgroup,
commutator subgroup, free normal subgroups, congruence and principal
congruence subgroups are studied.

This study consists of four chapters. The first chapter is the
introduction.

In the second chapter, the fundamental definitions, notations and
theorems used in the other chapters are given.

The third chapter is the main part of the study. Firstly, the Hecke
group H(As) is defined. Later, its fundamental region and its some properties
are given. Also the first commutator subgroup, power subgroups, free normal
subgroups, congruence and principal congruence subgroups of the Hecke
group H(As) are introduced. Finally, some informations about the group
structure of these and the relationships between them are given.

In the fourth chapter, the results obtained in this thesis are given.

KEY WORDS: The Hecke group H(As), power subgroups,
commutator subgroup, free normal subgroups, congruence subgroups and
principal congruence subgroups.
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SEMBOL LiSTESI

Simge Ad1

C Karmasik sayilar kiimesi

R Gergel sayilar kiimesi

s! Birim ¢gember

[G, X] Topolojik doniisiim grubu

X/G Boliim uzay1

U Ust yar1 diizlem

GL(2,K) Genel lineer grup

Z(GL(2,K)) Genel lineer grubun merkezi

PGL(2,K) Projektif genel lineer grup

SL(2,K) Ozel lineer grup

Z(SL(2.K)) Ozel lineer grubun merkezi

PSL(2,K) Projektif 6zel lineer grup

PSL(2,R) {T IT(z) = 70 4 b.e.d € R vead - be = 1}

cz+d

(1,m,n) <x,y|x' =y"=(xy)" =1>

Ca n mertebeli devirli grup

D, Dihedral grup

S Simetrik grup

Ap Alterne grup

> Schreier transversali

G’ G grubunun komiitatorii

[g,h] g ile h nin komiitatorii

Fy n rankl1 serbest grup

A*B A ile B gruplarmin serbest ¢arpimi

H®) Hecke grubu

F, Hecke grubunun temel bolgesi

H’(As) H(As) Hecke grubunun komiitator alt grubu
H"(\s) H(As) Hecke grubunun m. kuvvet alt grubu
Hp(s) H(As) Hecke grubunun p seviyeli temel denklik alt grubu
H(s, 1) H(As) Hecke grubunun I seviyeli temel denklik alt grubu



ONSOZ

Tez ¢alismamda, beni yonlendiren, yogun ¢alismalar1 arasinda bana degerli
vaktini ayirip yardim ve destegini hi¢ esirgemeyen her zaman yanimda hissettigim
degerli hocam Dog. Dr. Recep SAHIN e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

Bu calismanin amaci, H(As) Hecke grubu ve bazi normal alt gruplar
hakkinda literatiirde var olan ¢esitli bilgileri vermektir. Tezin bu boliimiiniin ilk

kisminda yer alan bazi bilgiler [1] nolu kaynaktan alinmistir.

Erich Hecke 1936 yilinda, PSL(2,R) grubunun

T:z—)—l veU:z—>z+A (AeR)
Z

elemanlar: ile iretilen ve H(A) ile gosterilen alt gruplarinin A=A.=2 cosE, q=3
q

tamsay1 ve A>2 degerleri i¢in ayrik oldugunu gosterdi, [2]. Eger S = T.U alinirsa

1
Z+ A

S:z—>-

doniisiimii elde edilir.
Ayrica E. Hecke, A=Aq=2 cosE, g>3 tamsayr ve A>2 degerleri i¢in H(A)
q

z|>1}

kiimesi oldugunu ve diger A>0 degerleri icin F;, kiimesinin bir temel bolge

grubunun bir temel bdlgesinin

F;L:{Z € U:|Rez| <%,

olmadigmi gosterdi. Bu durumda H(A) grubunun bir Fuchsian grup olmasi i¢in gerek

ve yeter kosulun A=A4 veya A>2 reel say1 olmasi gerektigi goriiliir, [2].

Her iki durumda da H(A) grubuna Hecke grubu denir. Bu ¢alismada

A=Aq=2 cos~ , q=3 tamsay1 durumuna karsilik gelen H(Aq) Hecke gruplarindan q=5
q

icin olan H(As) Hecke grubunu inceleyecegiz.



H(Lq) Hecke grubu, 2 mertebeli T(z)= 1 ve q mertebeli S(z)= — ! y
Z Z+

tiretilen PSL(2, R) grubunun ayrik bir alt grubudur, [1].

Burada q=3 i¢in A=A3=2 cosg =1, degerine karsilik gelen H(A3) Hecke grubu

modiiler grup olarak bilinir. Modiiler grup literatiirde en ¢ok calisilan gruptur. H(A3)

grubunun elemanlarinin tiim katsayilar1 rasyonel tamsayilardir.

Diger onemli iki Hecke grubu ise q=4 ve q=6 degerlerine karsilik gelen

gruplardir. Bu durumda As=+/2 ve A¢=+/3 elde edilir. Bu iki halde katsayilar cismi

olarak rasyonel sayilar cisminin Q( V2 ) ve Q( NE) ) cebirsel genislemeleri kullanilir.

Ayrica H(As) grubu da H(A3;) modiiler gruba bir¢ok benzerlikler gosterdigi
icin ¢ok calisilan bir Hecke grubudur. Bu durumda da yine rasyonel sayilar cisminin
ikinci dereceden bir genislemesini elde ederiz. Bu dort Hecke grubu i¢in A4 derecesi

ticten kiiciik veya iice esit olan bir polinomun kokiidiir.

H(A\s) grubu ve onun bazi normal alt gruplar1 Rosen [3], Lang [4], Lang ve

Tan [5-6] ve Uzun [7], ... gibi bir¢ok matematik¢i tarafindan ¢aligilmastir.

Calismanin ilk boliimii tezin amacimi veren ve tezin boliimlerinin tanitildigi

giris bolimiidiir.

Ikinci boliim olan 6n bilgiler boliimiinde ilerleyen boliimlerde c¢ok sik
kullandigimiz bazi tanim, kavram ve teoremlere yer verilmistir. Bu bdliimde, ana
hatlartyla topolojik doniisiim grubu, projektif gruplar, dogrusal dontistimler, Fuchsian
gruplarla ilgili temel kavramlar, Riemann-Hurwitz formiilii, permiitasyon metodu,
Reidemeister-Schreier metodu, serbest gruplar ve serbest carpimlardan

bahsedilmistir.



Ugiincii bdliimde H()\s) Hecke grubunun tanimi ve genel dzellikleri verilmis,
ayrica H(As) Hecke grubunun komiitatér ve kuvvet alt gruplar1 tanitilmistir. Bu alt
gruplarm grup yapilar1 hakkinda bilgi verilmis ve iiretegleri Reidemeister-Schreier
metodu ile bulunmustur. Alt gruplarin cinsleri Riemann-Hurwitz formiili ile ve
simgeleri permiitasyon metodu ile elde edilmistir. Ayrica kuvvet ve komiitator alt
gruplar1 arasindaki iligki gosterilmistir. Daha sonra kuvvet alt gruplarmin komiitator
alt gruplar1 yine benzer yontemlerle calisilmistir. Bunlara ek olarak H(As) Hecke
grubunun serbest alt gruplar1 ile ilgili teorem ve yardimci teoremler ifade ve ispat
edilmistir. Son olarak H(As) Hecke grubunun temel denklik ve denklik alt gruplar1

tanitilmig, bunlarla ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.

Doérdiincii boliimde tezde elde edilen sonucglar verilmis ve Onerilerde

bulunulmustur.



2. BOLUM

Bu boliimde tezin ana kisminda kullanilacak olan bazi temel kavramlar
teoremler ve sonuclar verilmistir. Ayrica bu boliimde bulunan bazi bilgiler [1], [8],

[9] ve [10] kaynaklarindan yararlanilarak elde edilmistir.

2.1 Topolojik Doniisiim Gruplan

2.1.1 Tamim : (a) G bir grup ve ayni zamanda bir topolojik uzay olsun. Eger
g,heG icin

a:GxG - G;a(g,h)=gh,

B:G—G;p(g)=¢g"
biciminde tanimlanan o ve S islemleri stirekli iseler, G kiimesine bir topolojik grup
denir, [11].

(b) G bir topolojik grup ve X herhangi bir topolojik uzay olsun.

AN:GxX —> X;A(g,x)=gAx
stirekli doniisiimi, eger her g,h € G ve her x € X i¢in

(1) gA(hAx) = ghAx

(1)) eAx =x
kosullarin1 gergekliyorsa [G, X] ikilisine bir topolojik doniigiim grubu denir, [12].

2.1.2 Tamim : G bir topolojik grup olsun. Eger G topolojik grubunun her g

elemani i¢in {g} kiimesi g elemaninin bir komsulugu ise G topolojik grubuna ayrik

grup denir, [12].



2.2 Projektif Gruplar

p bir asal say1 olmak lizere, tim q = p" seklinde kuvvetler i¢in, GF(q) ile
gosterilen q elemanlt bir tek cisim vardir. Bu q elemanli cisme Galois cismi denir.

Biitiin sonlu cisimler bu bigimde bulunur, [1].

Eger K cismi q = p" mertebeli sonlu bir cisim, yani K=GF(q) ise, GL(2,K) ile

gosterilen genel lineer grup,
a b
GL(2,K) = {( d] |a,b,c,d e K,ad —bc # 0}
C

biciminde tanimlanir. Bu grubun merkezi Z(GL(2,K)) ile gosterilir. Buradan
PGL(2,K) ile gosterilen projektif genel lineer grup
PGL(2,K)=GL(2,K)/Z(GL(2,K))

olarak tanimlanir, [1].

GL(2,K) grubunda determinant1 1 olan matrisler bir alt grup olustururlar.

SL(2,K) ile gosterilen bu alt gruba 6zel lineer grup denir. Yani
SL(2,K) = {(a b] la,b,c,d e K,ad — be = 1}
c d
olur. Dolayisiyla PSL(2,K) ile gosterilen projektif 6zel lineer grup,
PSL(2,K)=SL(2,K)/Z(SL(2,K))
bi¢giminde tanimlanir, [1].
En ¢ok caligilan projektif gruplar PSL(2, Z), PSL(2, R) ve PSL(2, C)
gruplaridir.

2.3 Dogrusal Doniisiimler

az+b

2.3.1 Tammm : a, b, ¢, deC ve ad-bc#0olmak ilizere T(z)= f
cz+

bi¢imindeki bir doniisiime dogrusal kesirli doniistim denir, [12].



Bu calismada reel katsayili dogrusal doniisiimler ile calisacagimizdan, bu
dontistimlerin

az+z|a,b,c,de R ve ad—bc:l}

Ccz +

PSL(2,R) = {T(z) =
alt kiimesi ile
az+b

Goz{U(Z): = | a,b,c,deR ve ad—bc:—l}
cz+d

bicimindeki kiimeyi alalim. G=PSL(2,R)UG kiimesini olusturalim. G kiimesi

fonksiyonlarm bileske islemine gore bir gruptur. PSL(2, R), G grubunun bir alt
grubudur, [12].

2.3.2 Tamm: a) T(z)= az +Z eG ve U(z)= af+b €G doniisiimlerinin
cz +

cz+d

T(z)=z ve U(z)=z kosullarin1 saglayan noktalara bu doniisiimlerin sabit noktalar:
denir.

b) tr(T)=a+d ve tr(U)=a+d degerlerine T ve U doniisiimlerinin izi denir, [12].

Simdi G kiimesinin elemanlarinin sabit noktalarmi belirleyelim.

a) [tr(T)/>2 ise T doniisiimiiniin iki sabit noktasi vardir ve bunlar gergel eksen
iizerindedir ve T doniistimiine Aiperbolik doniisiim denir.

b) |tr(T)|=2 ise T doniisiimiiniin gercel eksen iizerinde ¢akisik iki tane sabit
noktasi vardir ve T doniistimiine parabolik déniigiim denir.

¢) [tr(T)|<2 ise T doniisiimiiniin birbirinin eslenigi olan iki karmasik sabit
noktasi vardir ve T dontistimiine eliptik doniisiim denir.

d) tr(U)=d+a # 0 ise U doniisiimiiniin reel eksen tizerinde iki farkli sabit
noktasi vardir ve U doniisiimiine kayan-yansima denir.

e) tr(U)=d+a=0 ise U doniisiimiiniin sabit noktalar1 kiimesi (a/c,0) merkezli

ve 1/[c| yarigapl bir cemberdir ve U doniisiimiine yansima denir, [12].

2.3.3 Tammm : [G,U] topolojik doniisim grubunun ayrik alt gruplarina
Oklidiyen olmayan kristallografik (Non-Euclidean Crystallographic) grup denir ve
kisaca N.E.C. grup diye yazilir, [11].



2.4 Fuchsian Gruplar

2.4.1 Tammm : PSL(2, R) grubunun (U st yar1 diizlemin konform topolojik es
yap1 doniisiimlerinin grubu) sonlu tiretecli ayrik bir I' alt grubuna bir Fuchsian grup
denir, [11].

Her I' Fuchsian grubunun asagidaki sekilde bir temsili vardir:

Uretecler: ay,by,..., ag,b, (hiperbolik)

X e Xy (eliptik)
P1s---> Py (parabolik)
hy,....hy (hiperbolik sinir elemant)

' g r t u
Bagntilar: X;nj =T lai. b [x;[ Tee ] Thi =1-
=1 = k=l 1=l

I' Fuchsian grubuna
(gsmy,...,m,;t;u) (2.1)
simgesine sahiptir denir. Burada mj,...m, =2 sayilar1 tamsayilardir. Bunlara

I" grubunun periyotlari denir. g, I' grubunun lizerinde ayrik olarak hareket ettigi

U/T" Riemann yiizeyinin cinsidir, [13].

2.4.2 Riemann-Hurwitz Formiilii : ", simgesi (2.1) bicimindeki gibi olan
bir grup olsun. I' nin hiperbolik alanini
d 1
pI)=2g-2+> (I-—)+t+u
i=1 i
olarak tamimlayalim. Eger p(I')>0 ise simgesi (2.1) bi¢cimindeki gibi olan bir

Fuchsian grup vardir. Eger I', birinci tiirden Fuchsian grupsa p(I') >0 dir. Simdi

I, I' grubunun sonlu indeksli bir alt grubu olsun. O zaman

)=

n()



olur. Burada w(I';) ve w(I') srastyla I, ve I' grubunun temel bolgesinin hiperbolik

alanin1 gostermektedir. Bu formiile Riemann-Hurwitz formiilii denir, [14].

Simdi H(As) Hecke grubu bir parabolik iiretegli liggen grup olarak

diisiiniilebileceginden iiggen gruplardan bahsedelim.

I,m,n>2 olacak sekilde tamsayilar olsunlar. 7 /l,7/m,x/nacilt bir
hiperbolik ticgen ve bu liggenin kenarlarindaki yansimalar ¢;,0,,03 olsun. Ayrica
r grubu bu ii¢ yansima ile iiretilen grup olsun.

" =<6/,6,,0; ‘ of =05 =03 =(6,03)' =(030)™ =(5,6,)" =1>
X =06,03 Ve y =030 yazilirsa Xy = 6,6, elde edilir. Buradan r’ grubunun sadece
X, y ve Xy yon koruyan esmetrilerinden olusan bir I alt grubu

I'=< X,y‘ x! = ym =(xy)" =1>
bicimindedir. Bu alt grup bir Fuchsian grup olarak (0;l,m,n) simgesine sahiptir.
Genellikle bu simge (l,m,n) ile gosterilir. Bu I alt grubuna bir déi¢gen grup denir. I"

alt grubu r grubunun 2 indeksli bir normal alt grubudur, [15].

H(A\s) Hecke grubunun (0;2,5,0) simgesine sahip bir tiggen grup oldugunu

ispatlayacagiz.  Parabolik elemanlarin sonsuz mertebeli eliptik elemanlar gibi

diisiiniilebilecegini biliyoruz. Yani (TS)™ =1 olur ve buradan H(As) Hecke grubu 2

mertebeli ve 5 mertebeli sonlu iki devirli grubun serbest ¢arpimina izomorf olan ve
I=(2,5,x)2<T,S|T> =8 =1>

gosterimine sahip bir liggen gruptur.
Uggen gruplar ana hatlariyla asagidaki gibidir:

(a) C, Devirli Gruplan : C_ gruplarinin gosterimleri

C, ;<a:a" :I>



bigimindedir. Bunlarin tiggen grubu olarak gosterimleri de her neNigin C,,
(1,n,n) bi¢imindedir. Eger m tek sayr ise C,, = <oc, B o’ = B™ =Lap = Ba>

oldugundan C, , in liggen grubu olarak gdsterimi (2,m,2m) bigimindedir. Fakat bu

tipteki devirli gruplar cinsi g>0 olan ylizeyler lizerinde hareket ederler, [15].

(b) D, Dihedral Gruplan : D, gruplariin gosterimleri
D, =(a, B:a* =B’ = (af)" =1
bi¢imindedir. Burada |D,| = 2n dir. D, grubunun iiggen grubu olarak gosterimi

(2,2,n) veya (2,n,2) veya (n,2,2) bigimindedir, [15].

(c) Simetrik ve Alterne Gruplar : n elemanli bir kiimenin biitiin
permiitasyonlarinin kiimesi fonksiyonlarin bileske islemine gore bir grup olusturur.

Bu gruba simetrik grup denir ve S, ile gosterilir. Cift permiitasyonlarin kiimesi de
bu grubun bir alt grubunu olusturur. Bu gruba alterne grup denir ve A, ile
gosterilir. |S,|=n! ve |A,|[=n!/2 dir. Cok karsilasilan simetrik ve alterne gruplar

D; =S5 =(2,23), A, =(2,3,3),S, =(2,3,4) ve A5 =(2,3,5) gruplaridir, [15].

2.5 Permiitasyon Metodu

H(As) Hecke grubunun normal alt gruplarmin simgelerini bulmakta

kullanacagimiz permiitasyon metodunu tanitalim :

2.5.1. Teorem: p+qg=r+t ve 1<k; <o (1<i<q) olmak iizere I" grubunun

simgesi (g;ml,...,mp,nlkl,...nqkq) vel], I' grubunun p indeksli bir normal alt

(4/n
kq

grubu ise I alt grubu (gl;kf’l /nl),..., q)) simgesine sahiptir. Burada

ki(” /ni), k; mertebeli elemandan u/n; tane var demektir ve g; cinsi Riemann-

Hurwitz formiili ile bulunabilir, [16].[]



2.6 Reidemeister-Schreier Metodu

H(A\s) Hecke grubunun normal alt gruplarinin sonlu indeksli bazi normal alt
gruplarmin tireteclerini bulmakta kullanilacak bir teknik olan Reidemeister-Schreier

metodundan bahsedelim.

G, {gi} iiretegleri ile iiretilen bir grup ve H, G grubunun bir alt grubu olsun.

Metod 6nce H icin bir Schreier sistemi (transversali) segmekle ve sonra da bu
sistemin, ireteclerin ve koset gdsterimlerinin elemanlarinin sirali ¢arpimlarinin

alinmasiyla, asagidaki gibi uygulanir, [1].

Bir £ Schreier sistemi asagidaki kosullar1 saglayan koset gosterimlerinin bir
kiimesinden olusur:
(a)leX

(b) X sag sadelestirme altnda kapalidir. Yani eger g; .g; ..g; €X ise

gi,-8i,--8i_, clemanida X kiimesinde olmali.

>, H i¢in bir Schreier transversali olsun. H nin bir Schreier iireteci asagidaki
bigimde olacaktr, [1].

(2 nm bir eleman1)x(G nin bir iiretici)x(énceki carpimin koset gosterimi)™

2.7 Komiitator Alt Gruplariy, Serbest Gruplar ve Serbest Carpimlar

2.7.1 Tamm: G bir grup olsun. g,h € G ve [g,h]=ghg 'h™' olmak iizere

<[g,h]:g,h € G>

ile tanimlanan gruba G grubunun komiitator alt grubu denir ve G’ ile gosterilir.

2.7.2 Yardimcr Teorem: G/G’ en genis degismeli boliim grubudur. Yani
G/N grubu, G grubunun G/G' grubundan baska bir degismeli boliim grubu ise
G'aN«G

10



ve bir
®:G/G'>G/N

homomorfizmi vardir, [17].[]

Simdi H(X,) bir serbest ¢arpim olarak bazi serbest alt gruplarina sahip

oldugundan, serbest alt gruplar ile ilgili baz1 sonuglar1 verelim.

2.7.3 Tamim: Bir grubun iiretecleri arasinda bagintilar yoksa bu gruba serbest

grup denir, [1].

X bir F grubunun bir alt kiimesi olsun. F, asagidaki kosullar1 saglayan X
tabani ile bir serbest gruptur: Eger ¢, X kiimesinden bir H grubu i¢ine herhangi bir
fonksiyon ise ¢ homomorfizminin F grubundan H grubuna ¢~ homomorfizmine tek

bir genislemesi vardir. Burada X kiimesine F grubunun serbest tabani denir, [1].

X serbest tabaninin mertebesine F grubunun rank: denir. Eger |X|=n ve
X= {xl,xz,...,xn} ise F, {xl,xz,...,xn} uizerinde serbesttir denir ve F, ile gosterilir

[18].

2.7.4 Teorem: (a) F grubunun bir serbest grup olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul F grubunun F = <Xi> bi¢iminde bir gdsterimi olmasidir.

(b) Her G grubu bir serbest grubun bir homomorfik goriintiistidiir.
(¢) Bir serbest grup biikiimstizdiir (torsion-free), yani bir serbest grupta birim

eleman disinda sonlu mertebeli elemani yoktur, [19].[]

2.7.5 Teorem (Nielsen-Screier): Bir serbest grubun her alt grubu da

serbesttir, [19].[]

2.7.6 Tanim: A:<a],...;R],...> VGB=<b],...;S],...> iki grup olsun. A ve B
gruplarmin A*B ile gosterilen serbest carpimi,

<a],...,b],...;R],...,S],...>

gosterimli gruptur. Burada A ve B gruplarma G grubunun ¢arpanlar: denir, [19].

11



2.7.7 Tanmm: Eger A, :<1"1rAa :baga a>, a €l gruplarin bir ailesi ise bu
gruplarm G=#*A serbest carpimi, lretegleri A, gruplarmnm ireteglerinin ayrik

birlesimlerinden ve bagntilar1 da A, gruplarinin bagmtilarmm  ayrik

birlesimlerinden olusan gruptur, [19].

2.7.8 Teorem: G=Ax*B olsun. O zaman A - B ve B —> G eslemeleri

birebir eslemelerdir. A nin iiretecleri ile iiretilen G grubunun alt grubu <A grubunun
iretecleri, A grubunun bagintilari> bigiminde gosterime sahiptir. Yani A grubuna
izomorftur. Benzer durum B i¢inde gecerlidir. Bu yiizden A ve B, G grubunun alt

gruplar1 olarak diisiintilebilir, [19].[]

Serbest ¢arpimlar, serbest gruplarla bir ¢ok 6zelligi paylasir. Ornegin
Kurosh’un teoremi ile serbest gruplar i¢in verilmis olan Nielsen-Schreier teoremi

serbest ¢arpimlara genisletilmistir.

2.7.9 Teorem (Kurosh): G, A alt gruplarinin ¢arpimi yani,
G=] [ A,
o
olsun. Eger H alt grubu G grubunun bir alt grubu ise

H- e L
p

olur. Burada F bir serbest grup ve her bir B i¢in B, bir A, alt grubuna esleniktir,
p o a8

[1].0]

2.7.10 Teorem: Eger G=A*B ve Hc A, K < B ise H ve K ile iiretilen alt

grup bunlarin serbest carpimidir. Yani <H,K>=Hx*K dir, [19]. [

12



3. BOLUM

Calismanin esas kismi1 olan bu béliimde, H(As) Hecke grubunun tanimi, temel
bolgesi, komiitator, kuvvet, denklik ve temel denklik alt gruplar: verilecektir. Ayrica
bu alt gruplarin grup yapilar1 ve simgeleri bulunacaktir. Bu boliimdeki bilgilerin

bazilar1 [1, 7, 20-27] nolu kaynaklardan alinmistur.

3.1 H(As) Hecke Grubu

3.2.1 Tammm: H(}y) Hecke gruplarinin

1

S(z) = —
@ Z+7\,q

uretecinde, q=5 i¢in As = 2cos% = +2 > degerinin yazilmasi ile elde edilen gruba,

H(X\s) Hecke grubu denir.

H(As) Hecke grubu PSL(2,Z[L5]) kiimesinin alt kiimesidir. H(As) Hecke

grubunun grup gosterimi;
HAs)=<T,S [ T°=8°=1>
bi¢imindedir, [1].

3.2 H()s) Hecke Grubu i¢in Bir Temel Bolge

Oncelikle bir grubun temel bdlgesini tanimlayalim:

3.2.1 Tanim : F, U st yar1 diizleminde agik bir kiime olsun. F kiimesi ,
(a) her zeU i¢in G(z) yOrilingesi ile F en az bir noktada kesisir,
(b) her zeU i¢in G(z) yoriingesi ile F en ¢ok bir noktada kesisir,

kosullarmi sagliyorsa F kiimesine G grubu i¢in bir temel bolgedir denir, [20].

13



3.2.2 Teorem : H(As) Hecke grubunun bir temel bolgesi ;

z|>1}

A
F, :{zeU: |Rez|<75,

kiimesidir, [20].[]

3.2.3 Tamm : [G,X] bir topolojik doniisiim grubu ve Pc X olsun. Eger
g1, & €G ve g1 igin g;PNg,P=0 ise P ye bir G-paketleme denir, [20].

P bir G-paketleme ise her bir yoriingeden en fazla bir tane eleman igerir.

3.2.4 Yardimci Teorem : H ve K bir [G,X] doniisiim grubunun iki alt grubu
olsun. Eger P bir H-paketleme , Q bir K-paketleme , A=<H,K> (H ve K nin

iretecleri ile iiretilen grup) ve PUQ=X, PnQ=J ise A=xH=K dir, [20].[]

3.2.5 Teorem : H(As) Hecke grubu 2 ve 5 mertebeli iki devirli grubun serbest
carpimina izomorfiktir.

Ispat: H=<T>=C, ve K=<S>=Cs olsun. O halde; H < H(As) ve K< H(\s)
olur.

Simdi 3.2.4 Yardimci teorem icin gerekli kosullarin saglandigit H ve K alt

gruplarmin P ve Q paketlerini bulalim:

T(z) = —é S

[2°
oldugundan, isaret(ReT(z)) = — isaret (Re(z)) bulunur. Buradan H=<T>= { [, T } ve
P= {z e U:Rez< 0} kiimesi i¢cin, .LP N T.P = & oldugundan, P kiimesi bir H-
paketlemedir. Simdi

Q={zeU:[z+1/s|>1/hs,Rez> L5 /2}

kiimesini diisiinelim.  S(z)=- eliptik doniistimii asagidaki dontisiimlerin bir

Z+)\,5

birlesimi olarak gosterilebilir.

.. .
a) R (z) = # = = birim ¢emberdeki yansima.
V4
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b) R,(z) = —z, Rez=0 dogrusundaki yansima.

¢) R(z)=z+ As, As boyunca Oteleme.
Burada S(z) = RiR;R(z) oldugu agikga goriiliir.

Q ; a, 0 ve o koselerine sahiptir. Eger R doniisiimiinii Q doniisiimiine
.. A5 . . .
uygularsak ; RQ nun koselerini 75 +1y, As , oo seklinde elde ederiz. R, yansimasini

RQ ya uygularsak koseleria , -As , 0 olan RQ nun bir yansimasin elde ederiz. Son

olarak R; yansimasmni R,RQ ya uygularsak; koseleria, —1/X5 ve 0 olan RRQ nun

bir SQ yansimasini elde ederiz.

Benzer olarak , R , ve R, srasiyla SQ ya uygulanirsa son bolgeyi S°Q elde
ederiz. Bu bolgenin kdseleri a, k5/(l—k§ ) ve —1/A5 olur. Bu islemi 2 kez

uygularsak S’°Q ve S*Q bolgelerini elde ederiz. S elemamnin bir sabit noktasi a

oldugundan, her S"Q nun diger iki kosesini bulalim. Basit bir hesaplama ile;

n o :_an—l(xS)
> oy (As)

bulunur. Burada 0 < n < 4, a, ler asagidaki indirgenme formiilii ile verilen
polinomlardir.

aj(As)=a9(ks)=0,

a;(rs) =1,

(Xn (;\,5) = 7»5.()&“_1 (;\,5)' an_z (;\,5) 5 n22

3.2.6 Yardimci Teorem : S"Q, 0 < n <4, bolgesinin koseleri; a , S"(0) ve

S™(0) dir, [20].C0

Yardimei teorem 3.2.6 dan ve S™'(0) = S"(0) olmasindan dolay1 S"Q larin

hicbirisi cakigsmaz. Yani Q , K- paketlemedir.
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Artik bir H- paketleme ve bir K- paketlemeye sahip oldugumuzdan, 3.2.4
yardimc1 teoremi uygulayabiliriz. Bu durumda, H(As) Hecke grubu H ve K alt
gruplarmin serbest carpimina izomorfiktir. Yani

H(As) = C, *Cs
bulunur. Ayrica

PAQ={zeU:[z+1/s|> /s, —Ls/2 < Rez <0}
bir H(As)-paketlemedir, [20].[]

3.3 H(xs) Hecke Grubunun Komiitatér Alt Gruplar

H(As) Hecke grubu

T°=S’=]
bagintilarina sahiptir. Burada H(As) Hecke grubun birinci komiitatér alt grubunu
H'(As) ile gosterecegiz. Eger H(As) grubunun gosterimine degismelilik bagintisi
eklenirse  bolim grubunun gosterimi H(A5)/H'(As) olarak elde edilir. Yani
H(A5)/H'(A5) boliim grubunun gosteriminde,

T°=S’=1, TS=ST
bagintilar1 bulunur.  Aymi sekilde H'(A5)grubunun gosterimine degismelilik

bagintis: eklenirse H'(A5)/H'"(A5) boliim grubunun gosterimi bulunur, [21].

3.3.1 Teorem : H(As) Hecke grubunun H'(A5) komiitator alt grubu, (2; o)
simgeli ve 4 rankli serbest bir alt gruptur. Ayrica

[H(ks):H'(ks)| =10 ve

H'(A5) =<TSTS*>*<TS*TS*>*<TS’TS*>*<TS*TS> olur.

Ispat : H(\s) Hecke grubunun grup gosterimine degismelilik bagntisi
eklenirse H(A5)/H'(A5) bolim grubunun grup goésterimi bulunur. Buradan

H(A5)/H'(As)=<T, S | T?> =8’ =1, TS=ST >=C,xC;s

elde edilir. Ayrica indeks,

H(x5):H'(rs)| =10 olarak bulunur.
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Simdi H'(A5) komiitatdr grubunun iirete¢ kiimesini elde edelim. Bunun i¢in

Schreier sistemi olarak { I, T, S, S%, S°, §*, TS, TS?, TS?, TS* } kiimesini secelim.

Reidemeister-Schreier yontemine gore miimkiin olan biitiin ¢arpimlar asagidaki gibi

olur.
LT.(T) =, 1.8.(5)7'=1,
T.T.() =, T.S.(TS) =,
S.T.(TS) '=STS"T, S.S.(S%) =,
S%.T.(TS?) '=S’TS’T, S%.S.(S8*) =,
S’ T.(TS?) '=S’TS™T, S*.S.(sH7'=l,
S* T.(TS* '=S*TST, S*S.() =,
TS.T.(S)'=TSTS?, TS.S.(TS?) =1,
TS®.T.(S) '=TS’TS’, TS*.S.(TSY) =,
TS’ T.(S)) '=TS’TS?, TS’.S.(TSY =1,
TS* T.(S*'=TS*TS, TS*.S.(T) '=L.

Buradan (STS*T) '=TSTS?, (S’TS*T) '=TS’TS?, (S’TS’T) '=TS’TS’,
(S*TST) '=TS*TS oldugu gbz 6niine alinirsa, H'(A5) komiitator grubunun lreteg
kiimesini

{ TSTS*, TS’TS®, TS’TS?, TS*TS }
olarak buluruz. Acik olarak H'(A5) komiitator alt grubunun sonsuz mertebeli dort
grubun serbest ¢carpimi, yani

H'(A5) =<TSTS*>*<TS*TS*>#<TS’TS*>*<TS*TS>

oldugu goriiliir .Ayrica H'(A5) komiitator alt grubu serbest bir gruptur.

Simdi H'(A5) komiitator alt grubunun simgesini belirleyelim.
H(As)=<T, S | T?=8>=1>=(2,5, »)
H(A5)/H'(As)=<T, S | T? =S’ = (TS)'°=1>=(2,5,10)
Ve
[H(As):H'(As)| =10

oldugunu biliyoruz. Permiitasyon metodundan faydalanarak H'(A5) komiitator alt

grubunun isareti (g;oo(m/ 10) ): (g;0) olarak bulunur.
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H'(As) komiitator alt grubunun cinsini bulmak i¢inde Riemann-Hurwitz

formiliini kullanalim;

p(H' (s ))
H(HR5))

2g -1

(2.0—2)+(1—;]+(1—;j+1

bulunur. Boylece H'(A5) komiitator alt grubunun simgesi

[H(A5) :H'(hs)| =

10 =

g=2

(2; o)
olarak elde edilir, [1, 21].[]

3.4 H(A5) Hecke Grubunun H"(As5) Kuvvet Alt gruplan

3.4.1 Tanim: m pozitif bir tamsay1 olmak tlizere, H(As) Hecke grubunun tiim
elemanlarinin m. kuvvetleri almarak iiretilen alt gruba H(As) grubunun m. kuvvet alt

grubu denir ve bu alt grup H"(Xs) ile gosterilir, [1].

3.4.2 Teorem : m,n pozitif tamsayt ve (m,n) m ile n pozitif tamsayisinin en
biiyiik ortak bdleni olmak {izere;

H"(hs).H"(hs) = H™(hs)
olur.

Ispat : Alt grup tammindan;

H"(As) < H™(hs) ve H'(ks) < H™(hs)
oldugunu biliyoruz. Bu ikisi birlikte diisiiniilecek olursa,

H"(ks).H'(hs) < H™ (k)
olur.

Simdi de esitligin diger tarafin1 ispatlayalim. u, H(As) Hecke grubunun
herhangi bir 6gesi olsun. m; ve n; tam sayilarint mym+n;n=(m,n) olacak bi¢cimde

secelim. Buradan

u(m,n)eH(m,n)(;\‘S) ve um]m+n]n eH(m,n)(;\‘S)

olur. Ayrica
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u™M™ eH™As) ve u™" eH"(As)
bulunur. Buradan;
u™™ a™" e H™(As). H'(As)
u™m N e H™(s). H(As)
elde edilir. Boylece
u™Ve H™(As). H"(As)
bulunur. Buradan
H™(Ls) < H"(hs). H'(As)
elde edilir ve ispat biter, [1].[]

Simdi m pozitif tamsayismnin durumlarina gore elde edilen kuvvet alt

gruplarmi inceleyelim. Oncelikle m=2 ve m=5 durumlarini inceleyecegiz.

3.4.3 Teorem : H*()As) normal alt grubu 5 mertebeli iki devirli grubun serbest

carpimina izomorftur. Ayrica

H(Ls):H2(As)[ =2, H(ks)=H(As) U T.H*(ks) ve

H2(As) =<S>#<TST>
olur. H*(As) normal alt grubu (0;5°,00) simgesine sahiptir.

Ispat : H(\s) Hecke grubunun grup gésteriminin

H(Ls)=<T,S | T°=S’=1>
oldugunu biliyoruz. H(As) Hecke grubunun grup gdsterimine her XeH(As) i¢in X*=I
bagmtisi eklenirse H(Ls)/ HX(As) bolim grubunun gdsterimi;

H(hs)/ HX(As) =< T, S | T?=S’=(TS)*=S’=.. =I>
bigiminde bulunur. Burada S°=S*=I oldugundan S=I olarak bulunur. Boylece bolim
grubunun gosterimi;

H(As) HX(As) =< T| T?=I> = C,
olur. Ayrica

H(rs) - H? (hs)[ =2

elde edilir. Burada iiretecleri bulmak i¢in Schreier sistemi olarak { I, T } kiimesini
secelim.  Reidemeister-Schreier metoduna gore miimkiin olan biitiin ¢arpimlar

asagidaki gibi olur
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LT.(T)'=I LS.(I)'=S
T.T.(0)'=1 T.S.(T)'=TST
H?(As) alt grubunun iiretegleri S ve TST olarak bulunur. Buradan da
H%(hs) =<S, TST | S* =(TST)’ =I>= Cs * Cs
ve
H(hs)=H?(As) U T.H*(As)
bulunur. Simdi de H*(As) kuvvet alt grubunun isaretini belirleyelim. Burada
H(As)=<T, S | T?=8>=1>(2,5, »),
H(ks) HX(As) =< T | T=I>=2 (2, 1, 2),

H(ks):H? (hs)| =2,

olduklar1 bilindiginden, permiitasyon metodundan faydalanarak H*(As) alt grubunun
isareti (g; 5%, ) olarak bulunur. Cinsi belirlemek i¢in de Riemann-Hurwitz
formiiliinii kullanalim.

W(H? (hs))

HO5):H? (hs)| = T

3
2g+—
£ 5

1 1
(2.0—2)+(1—2]+(1—5]+1

buradan da g=0 elde edilir. Bdylece genel olarak H>(As) alt grubunun simgesi;
(0;5%,0)
olarak bulunur, [1, 22].[

7=

3.4.4 Teorem : H’(As) normal alt grubu 2 mertebeli bes devirli grubun

serbest carpimina izomorftur ve
H(hs):H>(A5)| =5
ve
H>(As)=<T>#*<STS*>#<S* TS >*<S TS*>*»<S*TS>
olur. Ayrica H(As) normal alt grubu (0;2°,00) simgesine sahiptir.
Ispat: H()s) Hecke grubunun grup gosteriminin

H(hs)=<T, S | T?=8"=1>
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oldugunu biliyoruz. H(As) grubunun grup gésterimine her XeH(As) i¢in X°=I
bagmtisi eklenirse H(As)/ H>(As) bdliim grubunun gdsterimi;

H(hs) H(As) =<T, S | T>=S’=T=(TS)’=S"=.. =I>
bigiminde bulunur. Burada T>=T°=I oldugundan T=I olarak bulunur. Béylece béliim
grubunun gosterimi;

H(As)/H (hs) = < S | $°=I>=C;

olur ve
H(hs):H>(A5)| =5

elde edilir. Burada tiretecleri bulmak icin Schreier sistemi olarak { I, S, Sz, s? , st }
kiimesini secelim. Reidemeister-Schreier metoduna goére miimkiin olan biitiin

carpimlar asagidaki gibi olur;

I.T.()"'=T L.S.(S)'=I
S.T.(S)'=STS* S.S.(SH)'=1
S%.T.(S%)"'=8TS’ S%.S.(S)'=1
S’ T.(S*)'=8’TS? S*.S.(SH'=1
S* T.(S*"'=s*TS s*.s.(D'=1

olur. Bdylece H(As) alt grubunun iiretegleri T, STS® , S’TS’, S’TS* ve S*TS
olarak bulunur. Buradan da
H(As) =< T, STS*, S°TS®, S*TS%, S*TS | T?=(STS*’=(S*TS?)?
=(S’TS?)*=( S*TS)*=I>
H(As)=C#CoxCoxCyxCy
olur. Simdi de H’(As) kuvvet alt grubunun isaretini belirleyelim. Burada
H(hs)=<T, S | T?=8>=1>=(2,5, ),
H(ks) H(As) =< S| S°=I>=(1, 5, 5),
H(k5)3H5(7\5) =35
olduklar1 biliniyor. Permiitasyon metodundan faydalanarak H’(As) alt grubunun

isareti (g;2°,0) olarak bulunur. Cinsi belirlemek icin de Riemann-Hurwitz

formiilini kullanalim.

W(H (A5))
W(H(s))

esitligi kullamlarak g=0 elde edilir. Bylece genel olarak H>(As) alt grubunun simgesi

H(ks):H’(As) =
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(0;2°, )
olarak bulunur, [1, 22].[]

Boylece m pozitif tamsayisiin bazi durumlarina gore asagidaki teoremi

verebiliriz.

3.4.5 Teorem: m pozitif bir tamsay1 olmak tizere H"(As) normal alt grubu

icin asagidaki durumlardan biri dogrudur;
H(X,), eger(m,10)=1 ise
H™(As)=1H*(A;), eger (m,5) =1 ise
H’(),), eger (m,2)=1vem, 5 in bir kat1 ise

Ispat : H(\s) Hecke grubunun grup gosteriminin

H(Ls)=<T,S | T°=S’=1>
oldugunu biliyoruz. H(As) Hecke grubunun grup gosterimine her XeH(As) icin
X"™=I bagintis1 eklenirse H(As)/H"(As) boliim grubunun gosterimi;

H(As)/H"(As) = <T, S | T?=8°=T"= §"=(TS)"= .. .=I>
bi¢iminde olur.

Eger (m,10)=1 H(As)/H"(As) boliim grubu

H(As)/H"(As) =<T, S | T=S=I>
gosterimine sahip olur. Bdylece

H"(hs)=H(ks)
bulunur.

Eger (m,5)=1 ise, H(As)/H"(As) boliim grubu

H(hs)/H™(As) = < T | T>=I> =C,
biciminde gdsterime sahip olur. Boylece 3.4.3 Teoremden dolayr H™(As)=H?(As)
bulunur.

Eger (m,2)=1 ve m, 5 in bir kat1 ise H(As)/H"(As) boliim grubu,

H(As)/H"(ks) = < S | §'=I> =C;5
biciminde gdsterime sahip olur. 3.4.4 Teoremden dolayr H"(As)=H’(As) bulunur, [1,
22].00
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Eger (m,10)=10 ise 6nceki metotlar1 kullanarak H™(As) kuvvet alt grubunun
ireteglerini ve grup yapisimi bulmak miimkiin degildir. Sadece bu kuvvet alt
gruplarmin serbest alt gruplar oldugunu gosterebiliriz. Bunu gostermek igin su

teoreme ihtiya¢ duyacagiz.

3.4.6 Teorem : H(As) Hecke grubunun H'(A5) komiitator alt grubu,

H'(As)=H’(As) N H(As)
esitligini saglar.

ispat : 3.4.3 Teorem ve 3.4.4 Teoremde H(\s)/H?(As) ile H(As)/H>(As) boliim
gruplarmin devirli birer grup olduklarini gostermistik. Dolayisiyla bu boliim gruplari
degismelidirler. H(As)/H'(As) bolim grubu H(As) Hecke grubunun en genis
degismeli alt grubu oldugundan

H'(As)c H*(As) ve H'(As)c H(As)
bulunur. Buradan

H'(As) < H*(As) N H(As)
elde edilir.

Simdi de esitligin diger tarafin1 gorelim. H*(As) ve H(As) , H(As) Hecke
grubunun normal alt grubu olduklari i¢in izomorfizma teoremlerinden faydalanirsak ;

H (s)H(s) _ H?(As)

HOs)  H2(s)NH(is)

olarak bulunur. H?(As).H’(As) = H(As) oldugundan

H(.5): H? (hs) VH (s)| = [H(ks) - H2 0us)[H2 (5) - HP ) AV HP (1)
H(ks):H?(As) "H (A5)[= 2.5

H(As):H? (Ls) nH> (15)[ =10

elde edilir.
Diger yandan
H(ks) DH*(As) N H’(As) DH'(A5) ve

[H(hs) s H (k)] =[HO5) - H2 (i) A HE (hs)| =10

olarak bulunur. Bdoylece
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H?(hs) MH’(As) = H'(As)

oldugu gériilir, [1, 22, 23].0

Artik 3.4.5 Teoremde ele almadigimiz H'*™(As) gruplarmi gbz &niine
alabiliriz. Kuvvet alt grubu tanimindan;

H’(As) > H'(As) ve H(hs) > H (M)
kapsamalarini biliyoruz. Buradan 3.4.6 Teoremden H'(A5) > H'(As) elde edilir.

3.4.7 Sonug : H'"™()s) alt gruplari serbesttir, [1, 22].0

3.5 Kuvvet Alt gruplarinin Komiitator Alt gruplarn

Bu kisimda H*(As) ve H(As) kuvvet alt gruplarinin komiitator alt gruplarini

[24, 25] nolu kaynaklardan yararlanarak inceleyecegiz.

3.5.1 Teorem : a) H*(Ls): (H?)'(As) =25

b) (H?)'(As) grubu 16 rankli [S, TST], [S, TS*T], [S, TS’T], [S, TS*T],
[S?, TST], [S% TS*T], [S?, TSTY, [S% TS*T], [S®, TSTY, [S,TS*T], [S,TS T,
[S°, TS*T], [S% TST], [S*,TS’T], [S* TS’T], [S*, TS*T] ve (6;50°))simgeli bir
serbest gruptur.

c) (H2 )'(As) grubu, H'(As)komiitator grubunun 5 indeksli bir alt grubudur.

ispat : a) 3.4.3 Teoremden H*(As) kuvvet alt grubunun
H(As) =<S, TST | $° = (TST)’ = I>= Cs * Cs

gdsterimine sahip oldugunu biliyoruz. Eger H2(\s) grubunun bagmtilarmna iireteglerin
degismelilik kosulu eklenirse H*(As)/ (H2 )'(A5) bolim grubunun gosterimi
H?(As)/(H?)'(A5) =<S, TST |S® =(TST)’ =1, STST=TSTS>= CsxCs,

olarak bulunur. Bdoylece
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H? (hs): (H?) (hs)| = 25
elde edilir.

b) Simdi (H2 )'(As) grubunun {irete¢ kiimesini elde edelim. Bunun igin
Schreier sistemi olarak { I, S, Sz, S3, S4, TST, TSZT, TS3T, TS4T, TSTS, TSZTS,
TS’TS, TS'TS, TSTS®, TS*TS>, TS’TS?, TS*TS?, TSTS®, TS’TS®, TS’TS’,
TS*TS?, TSTSY, TS*TS!, TS’TS?, TS4TS4} kiimesini se¢elim. Reidemeister-
Schreier yontemine gére miimkiin olan biitiin carpimlar alinip, gerekli hesaplamalar
yapilirsa (Hz)'(XS) grubunun {irete¢ kiimesi

[S, TST], [S, TS*T], [S, TS’T], [S, TS*T], [S% TST], [S% TS*T], [S?, TS’T],

[S?%, TS*T], [S°, TST], [S’,TS*T], [S*, TS’ T], [S®, TS*T], [S*, TST], [S*,TS*T],

[S*, TS’T], [S*, TS'T]
olarak bulunur. Ayrica H*(As) kuvvet alt grubunun simgesinin (0;5, 5, ) oldugunu
3.4.3 Teoremden biliyoruz. H*(As)/ (Hz)'(XS) boliim grubunun simgesinin (g; 5, 5,

5) oldugu diisiiniiliip, Riemann-Hurwitz formiilii ve permiitasyon metodu kullanilirsa

(Hz)'(XS) grubunun simgesinin (6;00(5)) oldugu bulunur.
o) Hz(kS):H'(kS)‘ —5 ve ‘Hz(kS):(HZ)'(kS)‘ — 25 olduklarmdan istenilen

sonug goriiliir, [24, 25].[

3.5.2 Teorem : a) ‘HS(XS) : (HS)'(kS)‘ =32

b) (HS)'(X5) grubu 49 rankl ve (17;00(16)) simgeli bir serbest gruptur.

c) (HS)'(X5) grubu H'(A5)komiitator grubunun 16 indeksli bir alt grubudur.

ispat : a) 3.4.4 Teoremden H(As) kuvvet alt grubunun

H(As) =< T, STS*, S°TS®, S*TS%, S*TS | T?=(STS*’=(S*TS?)?

=(S’TS?)*=( S*TS)’*=I>

H(As)=Cy#CoxCoxCyxCy
gdsterimine sahip oldugunu biliyoruz. Burada k=T, k,=STS", k;=S’TS’, ks=S’TS?,
ks=S*TS diyelim. Eger H’(As) grubunun bagmtilarma iireteglerin degismelilik
kosulu ki.ki=k;.k;, iy ve 1, j=1, ..., 5) eklenirse

H>(As)/ (H”)'(Ag) = CoxCoxCaxCoxCs,
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olarak bulunur. Bdylece
H> (hs) : (H?) (hs)| =32
elde edilir.

b) Simdi (HS)'(X5) grubunun irete¢ kiimesini elde edelim. Bunun igin

Schreier sistemi olarak {I, k], kz, k3, k4, k5, k]kz, k1k3, k1k4, k1k5, k2k3, k2k4, k2k5,
kska, ksks, kaks, kikoks, kikoks, kikoks, kiksks, kiksks, kiksks, koksks, koksks, koksks,
ksksks, kikoksks, kikoksks, kikoksks, kiksksks, koksksks, kikoksksks} kiimesini

secelim. Reidemeister-Schreier yontemine gore miimkiin olan biitiin carpimlar

almip, gerekli hesaplamalar yapilirsa (HS)'(X5) grubunun tirete¢ kiimesi 49 rankh
olarak bulunur. Ayrica (HS)'(X5) grubunun simgesi Riemann-Hurwitz formiilii ve
permiitasyon metodu kullanilirsa (17;00(16)) olarak bulunur.

o) HS(kS):H'(kS)‘ ~2 ve ‘HS(kS):(HS)'(kS) — 32 olduklarindan istenilen

sonug goriiliir, [25].[

3.5.3 Sonug : H'(hs)=(H?)'(ks).(H’)'(As), [25].L]

3.6 H(As) Hecke Grubun Serbest Normal Alt Gruplan

H(As) Hecke grubu iki ve bes mertebeli sonlu devirli iki grubun serbest
carpimina esit oldugundan iki cesit alt gruba sahiptir. Birincisi iki ve bes mertebeli
bazi devirli gruplarla , bazi sonlu devirli gruplarin serbest ¢arpimlari olan gruplardir,

ikincisi ise serbest alt gruplardir. Kisaca bu gruplardan biraz bahsedelim, [1].

3.6.1 Teorem : Eger N alt grubu ; H(As) in sifir cinsli bir normal alt grubu ve

[H:N] <o ise , H/N boliim grubu sonlu {iggen gruplarinin birine izomorftur, [1].[]
3.6.2 Teorem : H(As) Hecke grubunun sonlu mertebeli eleman igeren alt

gruplar1 H(xs) , H2(As) , ve H’(As) normal alt gruplarindan baska sonlu mertebeli

eleman i¢eren normal alt grubu yoktur.
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Ispat : N, H(As) Hecke grubunun sonlu mertebeli bir eleman igeren bir
normal alt grubu olsun. O halde N, iki veya bes mertebeli bir eleman igerir. Bes
mertebeli bir eleman S donilisiimiiniin bir kuvvetine konjugedir, iki mertebeli bir
eleman ise T doniistimiine konjugedir. Dolayisiyla eger N normal alt grubu sonlu
mertebeli bir eleman icerirse , bu durumda N normal alt grubu T doniistimiinii veya S
dontistimiinii veya her ikisini de igerir. Buradan su {ic durumu elde ederiz :

(a) Eger N alt grubu T ve S doniisiimlerini i¢erirse N = H(As) olur.

(b) Eger N alt grubu S doniisiimiinii igerip T doniisiimiinii igermezse H(As)/N
bdlim grubu T =S = I bagmtilarmdan C, grubuna izomorftur. Buradan,
permiitasyon metodu ve Riemann — Hurwitz formiilii ile N = H*()s) elde edilir.

(c) Eger N alt grubu T doniisiimiinii igerip , S dOniisiimiinii icermezse, T=
S°=I bagmtilarmdan H(As)/N bolim grubu Cs grubuna izomorftur. Ayrica,

permiitasyon metodu ve Riemann — Hurwitz formiiliinden N = H>(As) bulunur ,[1]. O

3.6.3 Teorem : N alt grubu , H(As) in  H(s) , H*(As) ve H(s) den farkl: bir

asikar olmayan normal alt grubu ise N serbest gruptur, [1].[]

3.6.4 Teorem : N alt grubu , H(As) in p indeksli bir serbest normal alt grubu

olsun. Bu durumda 10| p olur.
Ispat : |H : N| = |H : H'|.|H': N| yazilabilir. Burada |H : H'|=10 oldugundan

10|n oldugu goriliir, [1].[

3.7 H(ks) Hecke Gruplarinin Temel Denklik Alt Gruplan

3.7.1 Tamim : p bir asal say1 olmak iizere , H(As) Hecke grubunun p seviyeli
temel denklik alt grubu;
H,(As)=1{T e HQ5) : T = +I (modp)}

bA
Hp(xs):{( : 5]:21Edsil,bECEO(modp),ad-bckg=1}
C;\,S d

bi¢giminde tanimlanir, [1, 26, 27].
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p asal sayr olmak tizere, H,(As) temel denklik alt grubunu elde etmenin

yontemlerinden biri, p modiiliine gore “indirgeme homomorfizmi” ni goz Oniine
almaktir. Burada ;

H(As) = H(As)/ Ky, u(As)
homomorfizmasimi goz oniine alalim. Bu homomorfizma altinda T ,S ve R =TS nin
goriintiilerini swrasiyla t, ,sp, ve 1, 1le gosterelim. H(As)/ K u(As) kiimesi,

2 _.5_.p_ _
ty =s —rp—I,r =t .s, >

<t p p pUp

p>Sp

kiimesinin bir homomorfik goériintiisiidiir. Burada p nin tiim durumlarini inceleyelim;

a) p=2 durumunda X*—x—1=0 polinom denkleminin ,
GF(2)=2,={0, 1}
kiimesinde ¢6zliimii yoktur. Buradan Z, ye bir u ekleyerek genisletebiliriz. Burada
u, x*+x+1=0 ikinci dereceden denkleminin bir kokiidiir. Boylece Z,[u]={0, 1, u,
1+u} olur.
Burada H(As)/ Kz, 4(As) boliim grubu,

2 _ 5 2

tp p—p

bagintilarina sahip olur. O halde ,
H(As)/ Kz, u(As) = Ds olur.

b) p=3 durumunda H(As)/ K3, y(As) bolim grubu,
2_.5_.3
ty =sp =15 =1
bagintilarina sahip olur. Boylece,

H(hs)/ Ks.u(hs) = As olur.

¢) p=5 durumunda ise Vs, 0eGF(5) esit gibi diisiiniilebilir. Buradan

elde edilir. 3eGF(5) oldugundan, H(As) grubundan PSL(2,5) kiimesine bir

homomorfizma vardir. O zaman H(As)/ Ks_,(As) boliim grubu da

=S :I'5
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bagintilarma sahip olur. Burada H(As)/ Ks, ,(As) boliim grubu, (2, 5, 5) sonsuz liggen
grubunun sonlu bir béliim grubuna izomorftur.
Burada u5=r2 diyelim. tr(tsus)=1 oldugundan tsus elemani 3 mertebeli olur.

Yani H(As)/ Ks, u(As) boliim grubu,

gosterimine sahip olur. Bu durumda,
H()\,s)/ K5, u(;\'S) = As

bulunur.

d) p>7 ve p asal ise , iki durum s6z konusudur ;
i) p=t1 mod (10)
ii) p°£1 mod (10)

durumlarini inceleyelim:

i) Eger p=tl mod (10) ise, J5 €GF(p) olur. Buradan As in minimal
polinomu ikinci dereceden oldugundan As ‘in mod(p) ‘de u ve v gibi iki degeri vardir.
Boylece tp, sp, r,ePSL(2,p) olur. Buradan 2 farkli homomorfizma ;

0i : H(As) > PSL(2,p) (i= 1, 2)

As—u

As—> Vv
seklinde yazilabilir. (t,, s, 1p) ticliisit PSL(2,P) yi tiretir. Boylece H(As), K, u(As) ve
K,, v(As) gibi iki normal denklik alt grubuna sahiptir.

ii) p°t1 mod (10) ve p#3 ile p#5 olsun. Yani p, 5 in mod p de tam kare
olmadig1 bir asal sayidwr. Bu durumda V5, GF(p) nin bir elemani olarak
diigiiniilemez. s in minimal polinomunun derecesi 2 oldugundan GF(p) yi GF(p?)
ye genigletebiliriz. O halde J5e GF(p?) oldugu diisiiniilebilir ve buradan

0': H(As) - PSL(2,p%)
seklinde bir homomorfizma vardir. Burada p>7 oldugundan (t,,sp,rp), PSL(2,p?) nin

bir alt grubunu iiretir. Bu altgrup ya PSL(2,p%) ya da PGL(2,p) olur. (tp,SpsTp)

ticliistiniin diizensiz olmasmdan dolay1
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H(As)/Ks, u(As) = PSL(2,p%)
bulunur, [1, 26].[]

3.7.2 Sonug : H(As) grubunun K, ,(As) temel denklik alt gruplarina boliim
gruplar1 ve boliim gruplarinin mertebeleri asagidaki gibidir :
PSL(2,p) ; p==xl1mod(10),

N
H()/Kpu(he) = {TSUZP7) 3 p=£3mod(10)vep #3,5

W . p=+1mod(10),

2 2.2
- 1
H05) Ky ()| = ODE D 2 i3 m0d(10) vep 23,5
10 ; p=2,
60 ; p=3,5.

[1,26].0]

3.8 H(As) Hecke Gruplarinin Denklik Alt Gruplan

3.8.1 Tanim : I, Z[As] halkasinin bir ideali olsun.
a b

H(XS,I)Z{( dj eH(s)|a=d=1b=c= Omod(I)}
C

seklinde tanimli1 H(As, I) kiimesine H(As) Hecke grubunun I seviyeli temel denklik alt

grubu denir, [7, 28].
3.7 Kisimda verilen K, ,(As) temel denklik alt grubu ile H(As, I) temel denklik

alt gruplar1 ayni alt gruplardir.

3.8.2 Tamim : H(As, I) temel denklik altgrubunu iceren H(As) Hecke grubunun
herhangi bir alt grubuna I seviyeli bir denklik alt grubu denir, [7, 28].
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H(As, 1) temel denklik alt gruplar1 H(As) Hecke grubunun normal alt
gruplaridir. Ancak denklik alt gruplari normal alt grup olmak zorunda degillerdir.

H(X\s) Hecke grubunun en 6nemli iki denklik alt gruplar1 sunlardir:

a b
Hy(As,I) = {(c dj eH(As)|c= O(modl)}

a b
Hl(k5,l):{( djeH(k5)| a=d=1, czO(modI)}
C
Ayrica H(As, I) < H; (A5, 1)< Hy(As, 1)< H(ks) oldugunu gormek kolayca

miimkiindiir, [7].

3.8.3 Yardime1 Teorem : I , Z[As] halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun.

Bu durumda

[H(:s) : Ho (hs,1)

1
= N(I). 1+ —
()H( +N(p)j

p|1
olur. Burada p, I idealini bdlen biitiin asal ideallerin tiimiiniin carpimidir (N(u+vi)=

uw’—v*+uv seklinde tanimhidir), [7].0

3.8.4 Ornek :
a) Eger [=(2) ise, N(2)=2"=4 ve

1
H(As):Hyo(As, D= N(2). 1+ ——
[H(:s) : Ho(Rs,1) ()lp_!( +N(p)]
=4.(1+l]
4
=5.
b) Eger I=(3) ise
1
H(As):Hy(As, D = N(3). 1+ ——
[H(:s) : Ho(Rs,1) ()lp_!( +N(p)]
=9.(1+l]
9
=10.

¢)Eger[=(2+As)ise
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[H(:s) : Ho(Rs,1)

1
= N(5). 1+ —
()H( +N(p)j

p|5
=5.(1+l]
5
= 6.
d) Eger I=(p) ise
1
H(As):Hy(As,D| = N(p). 1+ ——
[H(:s) : Ho(Rs,1) (P)lp_}!( +N(p)]
5 1
=p°|1+—
{ pz]
=p2+1

elde edilir, [7].

3.8.5 Yardimc1 Teorem : 1=(2)=27Z[As] ve AeH(As) alalim. Bu durumda,

1 0
Ae Hy(As,1) ancak ve ancak A = i(o ! 15 ] (mod 1), (=0, 1).

Ispat : Eger K, H, G gruplar1 KSH<G bigiminde gruplarsa
(G :K|=|G:H|[H:K|

oldugunu biliyoruz. Ayrica H(As) Hecke grubunun I=(2) seklinde denklik alt

gruplar1 i¢cin

[H(A5) : H(hs, D[ =10, [H(As) : Hy (A5, 1)

= |H(7\5) :Ho(rs,1)

esitlikleri yazilabileceginden ,

[Ho(rs,D): HQLs, D] =2

elde edilir. Buradan,
1 As
u= 0 1 ¢ H(As,I) ve Hy(As,1) = H(A5,I) Uu.H(As,I)

yazilabilir. Boylece H((A5,I) daki her A matrisinin iki bigimi vardir.

1. Durum : Eger Ae H(A5,I)ise
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a=4 ' O modr
=Ho p)modD

elde edilir.

2. Durum : Eger AcuH(A5,1) 1se

Acdfl M dI
=Ho p )modD

elde edilir, [7].[]

b
3.8.6 Sonu¢ : A= (a d] € Hy(As5,I) olsun. Bu durumda,
c

a) Eger 1=(2) ise, a—d =0 (mod (2) ) olur.

b) Eger 1= (4) =2 ise, a-d =0 (mod (4) ) olur.
ispat : a) a’~1=(a+1).(a—1) oldugundan ve 3.8.5 Yardimci Teoremden

a’~1 =0 (mod (2%)) (3.1)
elde ederiz. Ae Hy(A5,(2)) ve ad—bc=1 oldugundan,

ad =1 (mod (2) ) (3,2)
bulunur.

Varsayalim ki JueZ[As] a—d =u (mod (2) ) olsun. Esitligin her iki tarafin1 a
ile carparsak ;

a’—ad =au (mod (2) )
bulunur. Bu durumda , a°0 (mod (2) ) oldugundan (3.1) ve (3.2) esitliklerinden ,

u=0 (mod (2))
elde edilir. Bu da gosterir ki,

a—d =0 (mod (2) )

olur.

b) Ae Hy(A5,(4)) ve ad—bc=1 oldugundan,

ad=1 (mod (4))
oldugu agikca goriiliir. Buradan da,

a—d =0 (mod (4) )
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bulunur, [7].[]

b
3.8.7 Uyan : (a d] € Hy(X5,(2)) olsun. Bu durumda
C

a—d =0 (mod (2)*)

olmas1 gerekmez, [7].

1+2hs  -As

3.8.8 Ornek : A=UTU*T=
2)s -1

] e Hy(As,(2))dir. A matrisi i¢in,

a—d =2(1+As) ° 0 (mod (2)*)
olur, [7].

b
3.8.9 Uyan : (a d] € Hy(X5,(4)) olsun. Bu durumda,
c

a—d =0 (mod (2)°)

esitliginin her zaman dogru olmas1 gerekmez, [7].

1+2hs -As

3.8.10 Ornek : A=
( 2)s -1

] matrisini ele alalim.

5 (3+6k5 -2-2)s

= 2 d = o 3
4(1+ Xs) -1-2x5]€H0(7‘5’(2) ) ve a=d=4(1+As) 0 (mod (2)°)

Ayrica ;

. (29 +48hs  -4(+5A5)

= Hy(rs,(2)°
8(3+ 5\s) -11-16x5] SHolhs:(@) - ve

a-d =4(10+161s) ° 0 (mod (2)° ),
oldugu goriiliir, [7].

3.8.11 Uyan : Eger I ideali; [#(2) seklinde ise, 3.8.6 Sonug (a) ve (b) dogru
degildir, [7].

3.8.12 Ornek : 1=(3) olsun.
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25+40hs 10+17)g

Hy(As,(3)) alalim.
9(2+3hs) 8+11hs ]e 0(k5:(3)

B=UTU4TU2TUTU'1T=(

B matrisi icin , a = 25 + 40As dir. Buradan a’~1 ° 0 (mod (3)) oldugu kolayca
goriilebilir. Boylece a—d ° 0 (mod (3)) elde edilir, [7].

3.8.13 Ornek : I = (2+Xs) ve I#(2) olsun. Eger,

124 25Ms 5+ 6)s

C=TU’TU’TU’TU T= 5
~(2+Xs5)*(4+5Ks) -4(3+5Ks)

] €Hy(Rs,(2+1s5))

matrisi g6z Oniine alinirsa a=12+25s ve a’—1=(11+25ks)(13+251s) bulunur.
N(a*1)=131.229 ve N(2+)) = 5 elde ederiz. Boylece,

N(a*-1) =4 (mod (5)) oldugundan a>~1 ° 0 (mod (2+Xs)) olur. Bu da

a—d ° 0 (mod (2+As)) oldugunu gosterir, [7].

3.8.14 Sonug : H,(As,(2))=H, (%5, (2)) dir, [7].0

3.8.15 Yardimc1 Teorem : [=(7) ideali Z[As] halkasmin bir asal ideali olsun.

p , T lizerinde uzanan pozitif rasyonel asal olsun. Bu durumda ,
a) (p) = (1) = Ho(As,(p))=Ho(A5,(7))

b) (p) # (1) < Hy(As,(p))OH((As,(7)) olur, [7].L]

3.8.16 Sonuc¢ : Z[As] halkasmnin I=(t) asal idealinde uzanan bir pozitif
rasyonel say1 p olsun. H(As) Hecke grubunun H;(As,I) ve H,(Xs,I) denklik alt

gruplarmin indeksleri tablodaki gibi verilir.

5 N p:2’

[H(hs) 1 Hy(hs, D] = 412 ; p=5,
(>-1)/2 ; p==+I mod(10),
(p*-1)/2 ; p=13 mod(10) vep #3
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[H(ks):Ho(hs,1)

,[28].

~

10
6

p+l1

p

+1 ;

b

=T R

2,

u

u

3
5
+1 mod(10),

+3 mod(10) vep # 3

36



4. SONUCLAR

Bu ¢alismada H(As) Hecke grubu ve bu grubun komiitator, kuvvet, denklik,
temel denklik ve serbest normal alt gruplarinin grup yapilar1 ve bu alt gruplar

arasindaki iliskiler hakkinda bilgi verilmistir.

Calismanin 3.1 kisminda H(As) Hecke grubunun tanimi ile birlikte grubun,

grup gosterimi verilmistir.

3.2 kisimda temel bdlge tanimi verilmistir. Temel bolge kavrami kullanilarak
H(As) Hecke grubunun grup yapisinin mertebesi 2 ve 5 olan iki devirli grubun serbest

carpimina izomorfik oldugu verilmistir.

3.3 kisimda H(As) Hecke grubunun H'(A5) komiitator alt grubu tanitilmis

ve bu altgrubun grup yapis1 hakkinda bir teorem ifade ve ispat edilmistir.

3.4 kisimda H(As) Hecke grubunun genel olarak H™(As) m. kuvvet alt grubu
tanim1 verilmis ve m pozitif tamsayisinin biitiin durumlarimi inceleyen teorem ifade
ve ispat edilmistir. Ayrica bulunan bu kuvvet alt gruplar1 ile komiitator alt gruplari

arasindaki iliskiler incelenmis ve bunlarla ilgili teoremler ifade ve ispat edilmistir.

3.5 kisimda H(As) Hecke grubunun serbest normal alt gruplar1 hakkinda bilgi

verilmis ve H(As) Hecke grubunun biitiin serbest normal alt gruplar1 bulunmustur.

3.6 kisimda H(As5) Hecke grubunun temel denklik alt grubu tanimlanmis ve p
seviyeli temel denklik alt gruplarini elde etmek i¢cin boliim gruplar1 olusturulmustur.
Ayrica p pozitif tamsayisinin mod 10 daki denklerine gore elde edilen boliim gruplart

verilmistir.
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3.7 kissmda H(As) Hecke grubunun denklik alt grubu tanimi verilmis ayrica

iki 6nemli denklik altgrubu olan H,(A5,I) ve H;(As,I) gruplarindan bahsedilmis,

bu gruplar arasindaki iliskiler teorem ve ispatlarla agiklanmastir.
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